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11 Einleitung
Kegelradverzahnungen stellen in der Antriebstechnik nach wie vor das wichtigste Ma-
schinenelement zur drehsteifen Leistungsübertragung in Winkelgetrieben dar. Eine
Vielzahl von Anwendungen erfordert eine Umlenkung des Leistungsflusses, wobei
häufig ein Winkel von 90◦ zwischen Antriebs- und Abtriebsachse realisiert wird. Stehen
die Achsen zusätzlich noch windschief zueinander, wird von Hypoidgetrieben gespro-
chen. Eine derartige Wandlung des Drehmomentes in Größe und Richtung ist zum
Beispiel in Achsgetrieben von Fahrzeugen, in Helikoptergetrieben, Strahlruderantrie-
ben oder Industriegetrieben notwendig. Dabei kommen gegenwärtig in den meisten
Anwendungen spiralverzahnte Kegelräder zum Einsatz, welche nicht nur aufgrund des
über der Zahnbreite veränderlichen Schrägungswinkels eine hohe geometrische Kom-
plexität aufweisen. Auch die Vielfalt der hochspezialisierten Fertigungsverfahren stellt
hohe Ansprüche an Konstruktion und Berechnung von Kegelrädern. Zeitgleich wach-
sen die Anforderungen an alle Maschinenelemente bezüglich deren Leistungsfähigkeit
und Wirtschaftlichkeit. Hierbei sollen vor allem die Effizienz erhöht und ein nachhalti-
ger Umgang mit den notwendigen Ressourcen gewährleistet werden. Daher wird bei
Kegelradverzahnungen neben der Verbesserung des Wirkungsgrades auch eine Er-
höhung der Leistungsdichte angestrebt. Bei gleichbleibenden Anforderungen können
dadurch kleinere Verzahnungen eingesetzt werden, was in vielen Anwendungsfällen
auch einen positiven Effekt auf die Effizienz hat.
Die für eine Leistungssteigerung notwendige Erhöhung der Tragfähigkeit kann auf
verschiedenen Wegen erreicht werden. Zum einen können die Beanspruchbarkeiten
erhöht und zum anderen die Beanspruchungen verringert werden. Erhöhungen der
Beanspruchbarkeiten können zum Beispiel durch Verbesserungen der Werkstofffes-
tigkeit, des tribologischen Systems oder der Fertigungstechnologie realisiert werden.
Verringerungen der Beanspruchungen bei gleichen Betriebsbedingungen sind mittels
geometrischer Optimierungsmaßnahmen möglich. Die vorliegende Arbeit soll an die-
sem Punkt ansetzen und durch gezielte Veränderungen der Verzahnungsgeometrie
eine Erhöhung der Leistungsdichte ermöglichen. Dabei sollen im Besonderen Aspekte
der Makro-, Mikro- und Zahnfußgeometrie betrachtet werden.
In einem ersten Schritt werden Optimierungsmöglichkeiten durch die Anpassung der
Makrogeometrie von Kegelradverzahnungen näher untersucht. Hierbei soll die bei Stirn-
2rädern bereits erfolgreiche Anwendung asymmetrischer Zahnprofile gewinnbringend
auf Kegelräder übertragen werden. Daher werden zunächst die Auswirkungen der
Asymmetrie auf gerad- und schrägverzahnte Stirnräder genauer untersucht, um im
Anschluss Rückschlüsse auf Kegelräder ziehen zu können. So kann das Optimie-
rungspotenzial abgeschätzt werden. In Abbildung 1.1 ist ein Kegelrad mit asymmetri-
schen Bezugsprofil dargestellt. Die Berechnung der Beanspruchungen des Kegelrades
wird mithilfe des Zahnkontaktsimulationsprogrammes BECAL (BEvel gear CALculati-
on) [SSH12] durchgeführt.
Abbildung 1.1: Asymmetrische Kegelradverzahnung
Als zweites, bei Kegelrädern ein sehr maßgebliches Auslegungskriterium, soll eine op-
timierte Mikrogeometrie gefunden werden. Bisherige Strategien zur Auslegung der Mi-
krogeometrie gehen stets von einer als optimal eingeschätzten Geometrie aus, zu der
im Nachgang die zugehörigen Beanspruchungen berechnet werden. Die vorliegende
Arbeit zeigt einen Weg auf, wie von einer vorgegebenen zulässigen Beanspruchung
eine notwendige Mikrogeometrie der Zahnflanke berechnet werden kann. Darauf auf-
bauend können weitere von der Mikrogeometrie beeinflusste Eigenschaften der Ver-
zahnung untersucht werden. Hierzu zählen vor allem der Verlauf der Wälzabweichung
während des Zahneingriffs und die Empfindlichkeit gegenüber Änderungen der Rela-
tivlage von Ritzel und Tellerrad. Ziel ist es, für das spezielle, elastische Umfeld einer
Kegelradverzahnung eine hinsichtlich Tragfähigkeit und Anregungsverhalten optimale
Mikrogeometrie zu finden.
Die aufgeführten Verbesserungen der Zahnflankentragfähigkeit erfordern eine höhe-
re Tragfähigkeit des Zahnfußes. Daher sollen in einem dritten Punkt die Einflüsse der
vorhergehenden Optimierungen auf die Zahnfußsicherheit untersucht und Möglichkei-
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ten der Erhöhung selbiger aufgezeigt werden. Dazu muss eine geeignete Fußgeome-
trie gefunden werden, wobei hier auf die zahlreichen Untersuchungen an Stirnrädern
zurückgegriffen werden kann. Um die Zahnfußsicherheit bei der geänderten Kerbgeo-
metrie nachweisen zu können, ist ein höherer Berechnungsansatz notwendig. Hierfür
ist der Einsatz der Finiten-Elemente-Methode sinnvoll, wodurch auch der Einfluss der
Mittelspannung auf die Zahnfußtragfähigkeit näher betrachtet werden kann.
Fertigungstechnische Aspekte sind nicht Gegenstand dieser Arbeit. Es wird davon
ausgegangen, dass mit den modernen Methoden der Frästechnik die berechneten
optimierten Geometrien fertigbar sind. Eine Rückrechnung der optimierten Geometrie
auf Maschineneinstellungen von konventionellen Verzahnungsmaschinen ist allerdings
grundsätzlich möglich.
4
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Bei der Herstellung und Berechnung von Kegelrädern wurde bis vor wenigen Jah-
ren in der Literatur stets davon ausgegangen, dass diese nur mittels konventioneller
Verzahnmaschinen sinnvoll zu fertigen sind. Daher wurde sich einerseits auf die Ver-
besserung der Herstellmethoden bzw. Maschinen und Kinematiken, und andererseits
auf die Beanspruchungs- und Tragfähigkeitsberechnung von Kegel- und Hypoidver-
zahnungen konzentriert. Die Schnittstelle dieser beiden Forschungszweige bildet die
numerische Fertigungssimulation, welche den anschließenden Berechnungsverfahren
die exakte Soll-Geometrie der Verzahnung zur Verfügung stellt. Optimierungen der Ke-
gelradgeometrie bewegten sich daher zumeist in den zum Teil recht engen Grenzen
der Herstellbarkeit durch konventionelle Verzahnverfahren. Die durch die neuen Frei-
formfräsverfahren entstandenen Freiheiten in der Gestaltung von Kegelrädern haben
in der Literatur nahezu noch keinen Eingang gefunden. Derzeit wird hauptsächlich ver-
sucht, mit Freiformfräsmaschinen möglichst exakt die gleiche Verzahnung darzustellen,
wie dies mit konventionellen Maschinen möglich ist. Die geometrische Optimierung von
Stirnradverzahnungen ist in der Literatur wesentlich weiter verbreitet, als dies bei Ke-
gelradverzahnungen der Fall ist. Vor allem die Variation des Zahnprofils wird hier häu-
fig als Mittel zur Tragfähigkeitssteigerung eingesetzt. Bei Stirnradverzahnungen haben
sich ein besonders großer Eingriffswinkel der Lastflanke und ein damit einhergehen-
des asymmetrisches Bezugsprofil als vielversprechende Maßnahmen zur Erhöhung
der Flankentragfähigkeit herausgestellt. Daher soll hier in einem ersten Abschnitt zu-
nächst besonderes Augenmerk auf die Anwendung asymmetrischer Bezugsprofile auf
Stirn- und Kegelräder gelegt werden. Darauffolgend wird ein kurzer Überblick über bis-
herige Arbeiten zum Thema Mikrotopologieoptimierung gegeben. Als abschließender
Gesichtspunkt wird auf die Optimierung der Fußkurve eingegangen.
2.1 Asymmetrisches Bezugsprofil bei
Stirnradverzahnungen
Zu asymmetrischen Bezugsprofilen bei Stirnradverzahnungen sind international vie-
le Untersuchungen gemacht worden. Im Besonderen hatten hier russische Wissen-
schaftler eine Vorreiterrolle und veröffentlichten dazu eine Vielzahl von Aufsätzen in
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namhaften Zeitschriften. Hier ist vor allem KAPELEVICH zu nennen, auf dessen Arbei-
ten im Folgenden eingegangen werden soll. Im deutschsprachigen Raum griff zuerst
LINKE die Idee auf, mit asymmetrischen Verzahnungen Tragfähigkeitssteigerungen zu
erzielen und trieb die Forschungen dazu weiter voran.
2.1.1 Arbeiten aus dem russischsprachigen Raum
Die ersten Nachweise asymmetrischer Zahnprofile gehen weit in der Geschichte zu-
rück. KAPELEVICH fasst diese Historie in [Kap13] sehr gut zusammen und führt Quellen
auf, welche bis ins Jahr 100 v. Chr. zurückverweisen. In der jüngeren Geschichte hat
besonders KAPELEVICH selbst die Entwicklung asymmetrischer Zahnprofile entschei-
dend vorangetrieben. Den Grundstein für seine Arbeit legte sein Doktorvater VULGA-
KOV, welcher 1974 eine neue Auslegungsstrategie für Zahnprofile vorstellte [Vul74]. Er
bezog dabei die geometrischen Grundgrößen der Verzahnung nicht auf das Bezugs-
profil, sondern direkt auf das endgültige Zahnprofil der auszulegenden Verzahnung.
So konnten asymmetrische Verzahnungen als Kombination zweier verschiedener Ver-
zahnungshälften dargestelllt werden. Erst aus dem fertig ausgelegten Zahnprofil be-
rechnete VULGAKOV das dazugehörige Werkzeugprofil. Zusammen mit KAPELEVICH
entwickelte er diesen Ansatz weiter und beschrieb einen Existenzbereich von verschie-
denen Zahnprofilen, welcher die Schar geometrisch möglicher Verzahnungen abbilde-
te [VK80], [VK82]. Dieses Verfahren baute KAPELEVICH weiter aus und ließ es später
unter der Markenbezeichnung „Direct Gear Design“ schützen [Kap13].
LITVIN, LIAN und KAPELEVICH wiesen in [LLK00] die Verringerung der Beanspruchun-
gen durch asymmetrische Bezugsprofile bei Stirnradverzahnungen nach. Dafür führten
sie Fuß- und Kontaktspannungsberechnungen durch und verglichen dabei eine sym-
metrische mit zwei asymmetrischen Verzahnungen. Wie erwartet zeigte sich eine Re-
duzierung der Kontaktspannung mit der Erhöhung des Eingriffswinkels der Lastflanke.
Des Weiteren konnte auch eine Reduzierung der Zugspannung am Zahnfuß nachge-
wiesen werden. Es zeigte sich jedoch auch, dass die Druckspannungen im Fußbe-
reich stiegen. Zur Minimierung der Geräuschanregung stellten sie des Weiteren ein
Verfahren zur Berechnung der Drehwegabweichung modifizierter Stirnräder vor. Da-
bei gingen auch Achslageabweichungen mit in die Betrachtung ein. Die geänderten
Eingriffswinkel spielten hier jedoch eine untergeordnete Rolle.
In [Kap00] beschrieb KAPELEVICH, wie mithilfe der einseitigen Erhöhung des Eingriffs-
winkels die Tragfähigkeit eines Umlaufrädergetriebes deutlich erhöht werden konnte.
Er führte einen Asymmetriefaktor ein, welcher dem Verhältnis des Kosinus der Ein-
griffswinkel entspricht. Ausgehend von diesem Faktor berechnete er den Existenzbe-
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reich von Verzahnungen mit gleichen, vordefinierten Zähnezahlen und Zahnkopfdi-
cken. Dieser Bereich wird von den Profilwinkeln an den Kopfkreisen von Ritzel und
Rad beschrieben und in einem zweidimensionalen Diagramm dargestellt. Begrenzt
wird er von der minimal erforderlichen Profilüberdeckung für Vor- und Rückflanke sowie
von auftretenden Interferenzen im Fußbereich. Erst nach der Festlegung eines für den
speziellen Fall optimalen Zahnprofils berechnete KAPELEVICH die erforderliche Werk-
zeuggeometrie. Dadurch wird für jede Verzahnungsauslegung ein Spezialwerkzeug
notwendig. Das gezeigte Anwendungsbeispiel stammte aus einem Flugzeugantrieb,
für welches sich ein derartiger Aufwand rentierte.
In [KK02] erweiterte KAPELEVICH zusammen mit KLEISS seine Methodik zur Ausle-
gung von Stirnrädern auf Schrägverzahnungen. Im Wesentlichen gingen sie hier je-
doch lediglich darauf ein, dass eine Profilüberdeckung von εα < 1,0 möglich wird.
Auswirkungen auf die Lastverteilung und die Tragfähigkeit wurden nicht diskutiert. Viel-
mehr zeigten sie die vielfältigen Gestaltungsmöglichkeiten durch den Wegfall von stan-
dardisierten Werkzeugen anhand einer Schrägverzahnung mit je einem Zahn und ei-
nem Eingriffswinkel von αw = 68,8◦.
NOVIKOV u. a. zeigten in [NDA+08] zusammen mit KAPELEVICH die praktische Umset-
zung einer asymmetrischen Verzahnungsauslegung für ein zweistufiges Umlaufräder-
getriebe einer Propellerturbine (Turboprop). Sie gingen sowohl auf Finite-Elemente-
Analysen zur Fußspannungsberechnung als auch auf Details der Fertigung und Mon-
tage ein. Durch die Anwendung asymmetrischer Geradverzahnungen in den Umlaufrä-
dergetrieben konnten sie das Gesamtgewicht des Getriebes bei gleichbleibender Leis-
tungsfähigkeit mehr als halbieren. SHANKIN u. a. wendeten in [SSG+13] ein ähnliches
Vorgehen auf ein Hubschraubergetriebe an und konnten die auftretenden Beanspru-
chungen um bis zu 9 % absenken.
In [KS10] stellte KAPELEVICH zusammen mit SHEKHTMAN, wie auch in diversen ande-
ren Artikeln in der Zeitschrift „Gear Technology“, das Zusammenwirken von freier Zahn-
profilauslegung und Finite-Elemente-Analyse (FEA) für Zahnfuß- und Kontaktspannun-
gen dar. In bestimmten Bereichen des bereits beschriebenen Existenzbereiches von
Verzahnungen mit verschiedenen Kopf-Profilwinkeln für Vorder- und Rückflanke konn-
te KAPELEVICH optimale Verzahnungen für verschiedene Einsatzfälle verorten. Der
Nachweis der guten Eignung konnte dann mittels einer automatisierten 2D-FEA ge-
führt werden.
In aktuellen Arbeiten wie [KS13] ging KAPELEVICH auch auf die Herstellung von asym-
metrischen Stirnrädern ein. Neben den gängigen Form- und Wälzverfahren stellte er
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auch die Besonderheiten von Spritzgussverfahren für die Herstellung von Kunststoff-
zahnrädern vor. Des Weiteren zeigte er, dass es vor allem bei Einzelteilen sinnvoll sein
kann, flexible Konturbearbeitungsverfahren wie das Drahterodieren oder Laser- und
Wasserstrahlschneiden zur Verzahnungsherstellung einzusetzen. Aspekte der Tragfä-
higkeit fanden in diese Veröffentlichung keinen Eingang.
Zusammen mit einer Gruppe von Mitarbeitern des amerikanischen Flugzeugherstellers
Boeing um BROWN konnte KAPELEVICH in [BDH+11] die Vorteile asymmetrischer Ver-
zahnungen auch experimentell im größeren Umfang nachweisen. Dabei konnte eine
Steigerung der Zahnfußtragfähigkeit von 12 % nachgewiesen werden. Besonders auf-
fällig ist, dass durch die geringeren Gleitgeschwindigkeiten eine Steigerung der Fress-
tragfähigkeit von über 25 % experimentell nachgewiesen werden konnte.
Bei der Auswahl des Asymmetriefaktors k ging KAPELEVICH in [Kap12] auch auf Wech-
selräder ein. Unter Verwendung genormter Berechnungsverfahren für die vorhandenen
und ertragbaren Flankenpressungen ermittelte er die Eingriffswinkel für Vorder- und
Rückflanke, welche eine gleiche Tragfähigkeit beider Eingriffe ermöglichen. Das ge-
zeigte Verfahren ist auch für die Verkettung von Außen- und Innenverzahnung geeignet
und kann dadurch auch für Umlaufrädergetriebe verwendet werden.
2.1.2 Arbeiten aus dem deutschsprachigen Raum
Mitte der 1980er Jahre sind im Bereich der evolventischen Sonderverzahnungen vor al-
lem Untersuchungen zu von der Norm abweichenden Zahnhöhen und Eingriffswinkeln
gemacht worden. Diese hatten häufig sehr unterschiedliche Zielsetzungen. Neben der
Tragfähigkeitssteigerung von Flanke oder Zahnfuß ist hier auch die Minimierung der
Geräuschanregung zu nennen. GRUSSIEN untersuchte im großen Umfang die Auswir-
kung von geänderten Eingriffswinkeln. Dabei stellte er fest, dass die Erhöhung des
Eingriffswinkels vornehmlich zur Steigerung der Flankentragfähigkeit genutzt werden
sollte. Die Steigerungen der Fußtragfähigkeit blieb deutlich hinter den Erwartungen
zurück [Gru85]. Nur für die statische Festigkeit konnte diese in nennenswerter Grö-
ßenordnung nachgewiesen werden.
RÖMHILD griff diese Untersuchungen auf und entwickelte den Vorschlag, bei gleich-
bleibender Übertragungsrichtung asymmetrische Bezugsprofile einzusetzen [LR94].
Der Eingriffswinkel der Arbeitsflanke kann wesentlich größer gewählt werden, wenn
der Eingriffswinkel der Rückflanke entsprechend verkleinert wird. Basierend auf der
Kontakttheorie von HERTZ konnte ein Eingriffswinkel gefunden werden, welcher die
Flankenpressung minimal werden lässt. Dieser beträgt bei geradverzahnten Stirnrä-
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dern αn = 45◦. Das übertragbare Drehmoment bei einem solchen Eingriffswinkel liegt
bezogen auf die Flankentragfähigkeit nach RÖMHILD um mehr als 50 % höher als bei
einer Verzahnung mit einem Bezugsprofil nach [DIN867]. Des Weiteren gab RÖMHILD
schon einen detaillierten Ausblick auf die Auswirkungen von asymmetrischen Bezugs-
profilen auf die Zahnfußtragfähigkeit. Die größere Dicke des Zahnfußes führt zu einer
deutlichen Verringerung der Zahnfußnennspannung, gleichzeitig steigt jedoch der He-
belarm des Kraftangriffs aufgrund der geringer werdenden Profilüberdeckung. Diese
Effekte sind gegenläufig und könnten sich aufheben. Durch die im Fußbereich kleiner
werdende Zahnlücke kommt es zu einer Erhöhung der Kerbwirkung. Weiterhin kann
es dadurch auch zu einem Übergang von Schwell- zu Wechselbeanspruchung kom-
men. Diese besonderen Bedingungen machen es nach RÖMHILD erforderlich, höhere
Berechnungsverfahren wie die Boundary-Elemente-Methode (BEM) oder die Finite-
Elemente-Methode (FEM) zur Ermittlung der Zahnfußtragfähigkeit anzuwenden. RÖM-
HILD ging davon aus, dass es durch eine geeignete Gestaltung der Zahnfußgeometrie
möglich sei, die Zahnfußtragfähigkeit durch die Verwendung eines asymmetrischen
Bezugsprofils wenigstens nicht zu verringern.
LINKE und BRECHLING griffen die Untersuchungen von RÖMHILD auf und erweiterten
vor allem die Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit mittels BEM [LB+12]. Sie ermit-
telten für jeden Punkt der Zahnfußkurve eine Doppelamplitude und einen Mittelwert
der Zahnfußspannung über dem Eingriffsverlauf. So konnte hier eine Zahnfußsicher-
heit analog der VDI-Richtlinie [VDI2737] berechnet werden. Für geradverzahnte Stirn-
räder konnte dadurch die Zahnflanken- und die Zahnfußtragfähigkeit über dem Ein-
griffswinkel aufgetragen werden. Dabei ergab sich, dass die Zahnfußtragfähigkeit mit
steigendem Eingriffswinkel absank, während die Zahnflankentragfähigkeit wie erwartet
stieg. Der Schnittpunkt dieser beiden Verläufe bestimmte den diesbezüglichen optima-
len Eingriffswinkel.
KRÜGER, LINKE und andere [KLB+13] stellten auf der International Conference on
Gears 2013 weitere Berechnungen und Anwendungen asymmetrischer, geradverzahn-
ter Stirnräder vor. Neben einer genauen Beschreibung der Berechnung der lokalen
Zahnfußtragfähigkeit wurde auch auf die geänderte Zahnsteifigkeit eingegangen. Die-
se spielt vor allem eine Rolle für die Berechnung der Lastverteilung. Nach KRÜGER
verliert die Berechnung der Zahnsteifigkeit nach [ISO6336] bei asymmetrischen Be-
zugsprofilen ihre Gültigkeit. Des Weiteren wurde aufgezeigt, dass mit der vorgestellten
Berechnungsmethode auch plastische Verformungen im Inneren des Zahnes berech-
net werden können.
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INGELI untersuchte in [Ing13] die Auswirkungen von asymmetrischen Bezugsprofilen
auf Schrägverzahnungen. Dabei zog er zum einen eine Berechnung der Tragfähigkeit
nach Norm und zum anderen eine FEM-basierte Beanspruchungsrechnung heran. Im
Ergebnis stellte INGELI fest, dass auch bei Schrägverzahnungen Tragfähigkeitssteige-
rungen durch asymmetrische Bezugsprofile möglich sind. Die untersuchten Verzah-
nungen wiesen dabei einen maximalen Schrägungswinkel von β = 15◦ und einen ma-
ximalen Eingriffswinkel der Lastflanke von αn = 30◦ auf. Der Einfluss der Berührlinien-
länge auf das Optimierungspotenzial asymmetrischer Verzahnungen wurde hier erst-
mals erfasst. Auf Grundlage der Ergebnisse der höherwertigen FEM-basierten Berech-
nungsmethode diskutierte INGELI auch die zugehörigen Normfaktoren der [DIN3990]
und [ISO6336].
In [SOF14] erarbeitete FRÖH die Grundlagen zur normativen Erfassung von asymme-
trischen Stirnradverzahnungen bezüglich deren Geometrie und Tragfähigkeit. Er er-
weiterte die Berechnungsansätze aus den aktuellen Normen auf die Anforderungen
bei verschiedenen Eingriffswinkeln von Vorder- und Rückflanke. Hierbei ging er im Be-
sonderen auf die Berechnung der Zahnfußspannung und der Zahnsteifigkeit sowie die
geometrischen Prüfmaße zur Qualitätssicherung ein. Die Ergebnisse der analytischen
Spannungsberechnungen verifizierte er mit numerischen Berechnungen der Finiten-
Elemente-Analyse.
2.1.3 Weitere internationale Arbeiten zu asymmetrischen
Stirnrädern
Die italienischen Forscher der Universität von Rom, DIFRANCESCO und MARINI, be-
schäftigten sich schon 1997 mit Fußspannungsberechnungen an asymmetrischen
Zahnprofilen. In [DM97b] und [DM97a] stellten sie ihre Ergebnisse vor, wobei sie
vor allem auf eine mögliche Gewichtsreduzierung von Getrieben mit asymmetri-
schen Bezugsprofilen eingingen. In einem ersten Schritt zeigten sie mittels 2D-FEM-
Berechnungen, dass die Fußspannung an der Zugseite der Verzahnung mit der einsei-
tigen Erhöhung des Eingriffswinkels deutlich abnimmt. Dazu wurde allerdings stets die
gleiche Last am Kopf des Zahnes aufgebracht. Der Einfluss der steigenden Profilüber-
deckung und Zahnnormalkraft bei steigendem Eingriffswinkel wurde dadurch vernach-
lässigt. In einem zweiten Schritt berechneten sie einen neuen, verkleinerten Modul
für die asymmetrische Verzahnung, welcher ihren Ergebnissen nach zu der gleichen
Fußspannung wie die symmetrische führte und die gewünschte Gewichtsreduzierung
hervorrief.
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In [DM07] stellten DIFRANCESCO und MARINI einen Vergleich zwischen der genorm-
ten Fußspannungsberechnung für Stirnräder nach dem ISO-Standard [ISO6336] und
deren 2D-FEM-Berechnungen vor. Dabei führten sie eine für asymmetrische Profile ge-
eignete Berechnung der Zahnfußdickensehne ein. Im Ergebnis hielten sie fest, dass die
prozentuale Verringerung der Zahnfußspannung bei der Anwendung asymmetrischer
Bezugsprofile sowohl mit dem gezeigten Norm- als auch mit 2D-FEM-Berechnungen
ähnlich gut abgeschätzt werden kann.
DENG, NAKANISHI und INOUE nutzten in [DNI03] die einseitige Erhöhung des Eingriffs-
winkels der Rückflanke, um den Nennquerschnitt zu erhöhen und damit die Zahnfuß-
spannung zu reduzieren. Auch die damit einhergehende Erhöhung der Zahnsteifigkeit
wurde untersucht. Zum Nachweis dieser Effekte führten sie FEM-Berechnungen und
Versuche durch. COSTOPOULOS und SPITAS gingen in [CS09] noch einen Schritt wei-
ter, indem sie die Rückflanke nicht evolventisch ausführten, sondern eine freie, span-
nungsoptimierte Geometrie einsetzten. Diese sorgt für eine wesentlich längere Zahn-
fußsehne bei gleichzeitiger Verringerung der Kopfdicke des Gegenzahnes. Dadurch
erreichten sie eine Verringerung der Zugspannung im Zahnfuß um 28 %.
CAVDAR stellte zusammen mit KARPAT und BABALIK in [CKB05] einen iterativen Aus-
legungsprozess für geradverzahnte, asymmetrische Stirnräder vor. Dabei erhöhten sie
schrittweise den Eingriffswinkel der Lastflanke und brachen die Iteration bei der Un-
terschreitung einer minimalen Profilüberdeckung oder Zahnkopfdicke ab. Darauf ba-
sierend führten sie Reihenuntersuchungen zum Einfluss des erhöhten Eingriffswin-
kels auf die Zahnfußspannung mittels Normberechnungen und FEM-Untersuchungen
durch. Unter Verwendung von 2D-FE-Modellen mit je einem Zahn wiesen sie eine Er-
höhung der Zahnfußtragfähigkeit durch die einseitige Erhöhung des Eingriffswinkels
nach.
YANG untersuchte in [Yan05] als einer der wenigen auch asymmetrische Schrägver-
zahnungen. Er verglich diese direkt mit asymmetrischen Geradverzahnungen und zeig-
te die Vorteile der erhöhten Sprungüberdeckung auf. Ein Vergleich von asymmetrischer
und symmetrischer Schrägverzahnung blieb aus. Zunächst beschäftigte er sich aus-
führlich mit geometrischen Aspekten, wie dem Auftreten von Unterschnitt. Zum Nach-
weis der erhöhten Tragfähigkeit führte er 3D-FEM-Kontaktrechnungen durch. Deren
Qualität reichte jedoch nur für eine vergleichende Aussage zwischen asymmetrischer
Gerad- und Schrägverzahnung. In [Yan07] weitete er seine Untersuchungen auch auf
Innenverzahnungen aus. Hier bezog er auch Fehlstellungen der Achslagen zueinander
in die Untersuchungen mit ein. Dabei konnte er nachweisen, dass Hohlräder weniger
empfindlich gegen auftretende Achslageänderungen sind als das bei Außenverzah-
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nungen der Fall ist. Des Weiteren zeigte er mittels 3D-FEM-Kontaktrechnungen, dass
es bei Schrägverzahnungen weniger schnell zu Kantenträgern kommt.
An dem Indian Institut of Technology Madras untersuchten MUNI, KUMAR und MUT-
HUVEERAPPAN in [MKSM07] den Einfluss der Profilverschiebung auf die Zahnfußspan-
nungen an Ritzel und Rad. Die Arbeit zeichnete sich besonders durch sehr gute 2D-FE-
Modelle aus, welche mehrere Zähne und den Radkörper beinhalteten. Die Geometrie
der asymmetrischen Verzahnungen ermittelten sie mithilfe des „Direct Gear Design“
nach KAPELEVICH. Mittels Variationsrechnungen für die Profilverschiebung an Ritzel
und Rad ermittelten sie eine vom Zähnezahlverhältnis abhängige optimale Aufteilung
der Profilverschiebung für asymmetrische Stirnradverzahnungen. Kurz darauf stellte
KUMAR in [KSMM08] ein vollständig automatisiertes Vorgehen zur Ermittlung der op-
timalen Profilverschiebung beliebiger Stirnradverzahnungen vor. In [MM09] erweiter-
ten die Forscher um MUNI die Untersuchungen auf Innenverzahnungen. Da sie hier
den Asymmetriefaktor nicht im Vorfeld festlegen konnten, nutzten sie die automatisier-
te FEM-Fußspannungsberechnung zur Ermittlung der optimalen Eingriffswinkel. Des
Weiteren bezogen sie Kopfkürzungen als Mittel zur Erhöhung der Asymmetriefaktoren
in die Betrachtungen mit ein, wobei die Mindestgröße der Profilüberdeckung begren-
zend wirkte.
In [KEOK08] wendete das internationale Forscherteam um KARPAT asymmetrische
Bezugsprofile auf Verzahnungen von mikroelektromechanischen Systemen an. Der
Modul der gezeigten geradverzahnten Stirnräder betrug dabei jeweils mn = 4 µm. Für
diese äußerst kleinen Verzahnungen führte er mittels 2D-FEM-Analysen Zahnfußspan-
nungsberechnungen durch. Mit den Ergebnissen dieser Berechnungen führte er wei-
tergehend probabilistisch Berechnungen zur Ermittlung der Ausfallwahrscheinlichkei-
ten durch. Dabei verwendete er die Fehlerverteilung nach WEIBULL.
PEDERSON führte in [Ped10] neben dem asymmetrischen Zahnprofil noch eine op-
timierte Zahnfußausrundung ein. Mittels 2D-FEM-Analysen, bei denen er immer nur
einen Zahn modellierte, wies er eine Spannungsreduktion von 40 % nach. Davon aus-
gehend stellte er die Behauptung auf, das Gewicht der zu optimierenden Verzahnun-
gen halbieren zu können. Die Lasteinleitung in die 2D-Modelle wurde auch bei ver-
schiedenen Eingriffswinkeln stets in Höhe des Teilkreises vorgenommen. Der Einfluss
der veränderlichen Profilüberdeckung wurde daher nicht mit in die Betrachtung einbe-
zogen.
Das Hauptaugenmerk der Literatur, welche sich mit asymmetrischen Zahnprofilen bei
Stirnrädern beschäftigt, liegt sehr häufig auf der Reduktion der Fußspannung. Hier ist
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es Stand der Technik, 2D-FE-Modelle als Nachweis der verminderten Zugspannung
im Kerbgrund der Zahnfußausrundung heranzuziehen. Auf schrägverzahnte Stirnräder
und auf den Einfluss der geänderten Zahnprofile auf die Lastverteilung wird eher selten
eingegangen. In der vorliegenden Arbeit werden diese Punkte näher beleuchtet, um
daraus das Verständnis für die Zusammenhänge bei Kegelradverzahnungen besser
entwickeln zu können.
2.2 Asymmetrisches Bezugsprofil bei
Kegelradverzahnungen
Bei achsversetzten Kegelrädern, den Hypoidrädern, werden schon sehr lange asym-
metrische Zahnprofile eingesetzt. Diese dienen hier im Speziellen dazu, die Gleitge-
schwindigkeiten auf Vorder- und Rückflanke einander anzugleichen. Schon im Ausle-
gungsprozess werden die dafür erforderlichen Erzeugungseingriffswinkel und Maschi-
nenparameter berechnet, um am fertigen Hypoidrad effektive Eingriffswinkel zu erzeu-
gen, welche ausgeglichene Gleitverhältnisse hervorrufen. Dieser Auslegungsprozess
kann rein geometrisch schon im Vorfeld einer sich anschließenden Tragfähigkeitsbe-
rechnung durchgeführt werden. Die besseren Gleitverhältnisse haben sowohl auf die
Tragfähigkeit als auch auf den Wirkungsgrad der Verzahnung einen positiven Einfluss
[Kli08]. Im Folgenden soll hier allerdings vor allem Literatur vorgestellt werden, welche
asymmetrische Zahnprofile auf Kegelräder anwendet, um nicht nur die Gleitverhältnis-
se zu optimieren, sondern vielmehr die Flankenbeanspruchung zu minimieren.
Der Umfang der Literatur zu gezielt asymmetrisch gestalteten Kegelrädern ist im Ge-
gensatz zu den Stirnrädern noch vergleichsweise klein. In Fragen der geometrischen
Auslegung ist das Vorgehen bei Kegelrädern sehr verschieden vom Auslegungspro-
zess bei Stirnrädern. Da die Herstellung von Kegelradverzahnungen um einiges kom-
plizierter ist als die von Stirnrädern, gingen Innovationen im Bezug auf die geometri-
sche Gestaltung von Verzahnungen häufig vom Kegelrad aus. Ein Beispiel hierfür sind
topologische Flankenmodifikationen, welche zunächst auf Kegelräder und erst später
auf Stirnradverzahnungen gewinnbringend angewendet wurden. Die Idee für asym-
metrische Zahnprofile wurde jedoch zuerst auf Stirnräder angewendet und findet nur
zögerlich Eingang in die Kegelradwelt.
Für die NASA untersuchten LITVIN und HAWKINS in [LHH01] die Beanspruchungen
einer geradverzahnten Planverzahnung, welche durch ihre Achslage große Ähnlich-
keiten zu Kegelradverzahnungen aufweisen. Das Ritzel stellt hier jedoch ein Stirnrad
dar. Sie verglichen verschiedene Auslegungen untereinander, wobei sie feststellten,
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dass mithilfe eines asymmetrischen Bezugsprofils die Kontaktspannung um 10 % ab-
gesenkt werden konnte. Die Berechnung dieser Spannungen erfolgte mittels FEM-
Kontaktrechnungen von je einem Zahnpaar.
Im Jahr 2009 berichteten SARAVANAN, KUMAR SIDDABBATTUNI und RAMACHANDRAN
in einem Zeitschriftenartikel [SKSR09] über deren Untersuchungen zu den Beanspru-
chungen asymmetrischer Kegelräder. Die Geometrie der untersuchten geradverzahn-
ten Kegelräder erzeugten sie durch die Aneinanderreihung von Ersatzstirnrädern. Da-
zu errechneten sie jeweils analytisch die Evolventen der zugehörigen Flanken und reih-
ten diese entlang des Teilkegels aneinander. Anhand dieser Kegelradgeometrie führ-
ten sie sowohl analytische als auch numerische Berechnungen (FEM) zur Ermittlung
der Zahnfußspannung und der Kontaktspannung durch. Die Ergebnisse der Fußspan-
nungsberechnung sind jedoch kritisch zu bewerten, da hier einerseits große Abwei-
chungen zwischen den vorgestellten numerischen und analytischen Berechnungsver-
fahren auftraten und andererseits je nur ein Zahn in den FE-Modellen abgebildet wur-
de. Die Kontaktspannungberechnungen sind ähnlich zu bewerten. Hier wurden zwei
asymmetrische Kegelräder miteinander verglichen, bei welchen der Eingriffswinkel von
Schub- und Zugflanke getauscht wurde. Ergebnis dieser Untersuchung war, dass die
Flanke mit dem größeren Eingriffswinkel stets kleinere Kontaktspannungen aufwies.
Auf der International Conference on Gears 2013 stellten SEIDLER, LIEDER und RUH-
LAND die Erkenntnisse der ZF Friedrichshafen AG bezüglich der Anwendung asym-
metrischer Bezugsprofile auf spiralverzahnte Kegelräder vor [SLR13]. Sie zeigten vor
allem die Diskrepanzen verschiedener Berechnungsmethoden zur Zahnfuß- und Zahn-
flankenbeanspruchung auf, führten genormte Berechnungen nach DIN, ISO und AG-
MA durch und glichen diese mit dem lokalen Berechnungsverfahren BECAL [SSH12]
ab. Dabei ergab sich nur bei dem lokalen Berechnungsverfahren mit BECAL eine Ver-
ringerung der Zahnfußspannung und der Flankenpressung. Mit der Erhöhung des Zug-
flankenwinkels ging auch eine Anpassung der Mikrogeometrie einher. So konnte eine
Absenkung der Pressung von rund 4 % rechnerisch nachgewiesen werden. Zum Zeit-
punkt der Veröffentlichung waren Laufversuche zu den gezeigten Berechnungen noch
nicht abgeschlossen. Diese sollen weiteren Aufschluss über die Auswirkungen von
asymmetrischen Bezugsprofilen auf die Flanken- und Fußtragfähigkeit von Kegelrad-
verzahnungen geben.
Bereits 2011 ließ sich die Schottel GmbH und Co. KG die asymmetrische Ausfüh-
rung von Kegelradverzahnungen patentrechtlich schützen [HPS+11]. Das Patent wurde
zusammen mit Mitarbeitern des Instituts für Maschinenelemente und Maschinenkon-
struktion der TU Dresden erarbeitet und gilt für schräg- und bogenverzahnte Kegel-
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räder. Auch ein variabler Eingriffswinkel in Zahnlängsrichtung soll durch das Patent
geschützt werden. Aufgrund fertigungstechnischer Grenzen von konventionellen Ver-
zahnmaschinen bezieht sich das Patent auf Verzahnungen, welche im Besonderen
durch Fünfachsverfahren hergestellt werden. Des Weiteren begrenzt sich die Patent-
schrift auf großmodulige Verzahnungen für die Verwendung in Schiffsantrieben.
Zusammenfassend kann an dieser Stelle festgehalten werden, dass in der Literatur
noch keine ausführliche Auseinandersetzung mit der Anwendung asymmetrischer Be-
zugsprofile auf Kegelradverzahnungen stattgefunden hat. Lediglich Industriefirmen be-
schäftigen sich mit dem Thema, sind jedoch nicht immer bereit, ihre Ergebnisse um-
fassend zu veröffentlichen.
2.3 Optimierung von Mikrotopologie
Bei Kleinserien und auch bei besonders großen Tellerraddurchmessern ist es in der
jüngeren Vergangenheit wirtschaftlich geworden, Kegelräder auf Freiformfräsmaschi-
nen herzustellen. Das liegt zum einen an der fortschreitenden Weiterentwicklung der
5-Achs-Universalfräsmaschinen und zum anderen auch an den zum Teil langen Liefer-
zeiten, welche für konventionell gefertigte Großradsätze (Tellerraddurchmesser größer
als ein Meter) eingeplant werden mussten. Hier galt es zunächst, auf den universellen
Maschinen Verzahnungen herzustellen, welche qualitativ mit den von Spezialmaschi-
nen hergestellten Radsätzen konkurrieren konnten. Dabei musste ein technologischer
Vorsprung aufgeholt werden, welchen sich die konventionell fertigenden Unternehmen
durch ihre Spezialisierung erarbeitet hatten. Das Ziel dabei war es, die exakte Kegel-
radgeometrie, welche bei der Fertigung auf einer Verzahnmaschine entstehen würde,
mit Universalfräsmaschinen zu erzeugen. Bisher sind nur wenige Industriefirmen dazu
in der Lage. WESER wies in [Wes11] auf die Zusammenarbeit der Firma GWJ Tech-
nology GmbH und den Fräsexperten DEPO GmbH & Co. KG hin [DEP13], welche in
der Lage sind, ausgewählte Verzahnverfahren auf Freiformfräsmaschinen abzubilden.
Auch die niederländische Firma BIERENS verweist auf große Kompetenzen im Ver-
zahnungsfräsen. Allen diesen Anbietern ist gemein, dass sie die konventionelle Makro-
und Mikrogeometrie von Kegelrädern möglichst exakt abbilden wollen.
Schottel erkannte als eine der ersten Industriefirmen das Potenzial dieser neuen Tech-
nologie und strebte nicht nur nach einer exakten Kopie der konventionellen Kegelrad-
verzahnung, sondern optimierte die Mikrogeometrie der Zahnflanken mithilfe von frei
definierbaren mathematischen Funktionen. Diese Optimierung wurde bereits 2007 pa-
tentrechtlich geschützt [Hee12]. Durch den Wegfall von technologischen Grenzen der
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Kegelradfertigung auf konventionellen Verzahnmaschinen war es Schottel leicht mög-
lich, eigens definierte topologische Modifikationen auf eine konjugiert ausgeführte Ver-
zahnung aufzubringen. Das Patent beschreibt eine obere und eine untere einhüllende
Funktion, welche den Bereich der verwendeten Balligkeiten einschränkt.
Um im Bezug auf die Tragbildoptimierung mit dem Freiformfräsen konkurrenzfähig zu
bleiben, bemühte sich vor allem die Firma Klingelnberg, die konventionellen Herstell-
verfahren weiter zu verbessern. In [Mü03] zeigte MÜLLER die vielfältigen Möglichkeiten
der Tragbildoptimierung bei modernen Verzahnmaschinen auf. Des Weiteren stellten
VOGEL, GRIEWANK und HENLICH auf dem Dresdner Maschinenelemente Kolloquium
2003 ein Verfahren vor, welches es ermöglicht, aus einer frei vorgegebenen Kegelrad-
Flankenform direkt Maschineneinstelldaten für konventionelle Verzahnmaschinen zu
berechnen [VGHS03]. Dabei wendeten sie die Methode des automatischen Differen-
zierens an. Sie zeigten damit als erste einen Weg auf, wie aus einem vorgegebenen
Ease-Off direkt Maschineneinstellungen berechnet werden können, ohne dass eine
aufwendige Iteration durch einen erfahrenen Konstrukteur vonnöten ist. Durch die an-
gewendete Methode gelang es, einen direkten und mathematisch eleganten Weg dafür
zu finden. Mit weiterführenden Untersuchungen zur Lastverteilung beschäftigten sie
sich jedoch nicht. Dadurch blieb es trotz dieser Arbeiten die Aufgabe des Konstruk-
teurs, die Lastverteilung durch die Anpassung des Ease-Off iterativ zu optimieren. Die
aufgezeigte Methode zur Berechnung der Maschineneinstellungen wurde 2005 von der
Klingelnberg GmbH patentiert [MVDH08].
Später stellten ARTONI, GABICCINI und GUIGGIANI in [AGG08] ein ähnliches Vorgehen
für Verzahnungsmaschinen der Firma Gleason Corporation vor. Auch hier war es das
Ziel, aus einem vorgegebenen Ease-Off Maschineneinstelldaten zu berechnen, wel-
che selbiges möglichst ähnlich herstellen können. Es wurde allerdings deutlich, dass
diese Methoden im Bezug auf die Flexibilität in der Gestaltung des Ease-Off den Frei-
formfräsverfahren noch nachstehen.
Bereits in einem Preprint [Hen00] und auf der International Conference on Gears 2002
[HL02] wiesen HENLICH und LINKE auf die Problemstellungen bei einer automatischen
Flankenoptimierung hin. Auf der Basis der später veröffentlichten Arbeiten von VOGEL
und GRIEWANK strebten sie einen durchgängigen Prozess zum gezielten Einstellen
von Lastverteilungen an. Es konnte jedoch, aufgrund der vielfältigen Einflüsse auf das
dabei entstehende Optimierungsproblem, keine direkte Lösung gefunden werden. Vor
allem die numerische Stabilität war bei der Beachtung von Mehrfacheingriff und einer
feinen Diskretisierung nicht zu gewährleisten.
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2006 erarbeitete HENLICH im Rahmen eines FVA-Forschungsvorhabens ein Verfah-
ren zur beanspruchungsgerechten Gestaltung von Kegelrad-Rohlingen [SH06]. Dabei
stellte er das Kopfgrundspiel in Abhängigkeit von Relativlage und Fußkontur des Ge-
genrades auf ein über die Zahnbreite konstantes, vorgegebenes Niveau ein. Dadurch
ergab sich eine optimierte Kopflinie. Grundlage dieser Optimierung waren die geome-
trischen Bedingungen während des Abwälzens zwischen Ritzel und Tellerrad.
WANG nutzte in [WLW10] das Freiformfräsen, um bei Stirnrädern beliebige Zahnprofile
herstellen zu können. Er gab sich dabei im Vorfeld der Auslegung zulässige Gleit-
Koeffizienten vor, aus denen er sich ein dafür erforderliches Zahnprofil berechnete. Auf
diesem Wege steigerte er den Wirkungsgrad der Verzahnung und erreichte gleichzei-
tig eine Verringerung der Beanspruchungen. Diesbezüglich stellte er weitere Untersu-
chungen in Aussicht.
In [Sim14] zeigte SIMON wiederum an konventionellen Kegelradverzahnungsmaschi-
nen ein Verfahren, bei dem die Maschineneinstellparameter gezielt variiert wurden,
um die Pressungsverteilung und die Amplitude der Wälzabweichung zu optimieren. Im
Ergebnis gab er an, die Pressung um 62 % und die Amplitude der Wälzabweichung um
78 % gesenkt zu haben. Da er allerdings von einer konjugierten Verzahnung mit deut-
licher Überhöhung der Pressung an Kopf- und Fußkante ausging, sind diese Angaben
eher kritisch zu sehen.
Die Optimierung des Tragbildes von Kegelradverzahnungen ist zurzeit ein Thema von
großem Interesse, bei welchem, dem derzeitigen Stand der Literatur nach zu urteilen,
noch großer Forschungsbedarf herrscht. Es wird deutlich, dass es hier einen Wettstreit
zwischen den konventionellen und den Freiformfräsverfahren gibt. Das Potenzial zur
Tragfähigkeitssteigerung durch ein optimiertes Tragbild ist als sehr groß einzuschätzen.
2.4 Optimierung der Zahnfußtragfähigkeit
Bei der Optimierung der Zahnfußgeometrie ist es von entscheidender Bedeutung, die
Tragfähigkeit hinsichtlich Zahnfußbruch möglichst genau zu erfassen. Deshalb soll an
dieser Stelle die Literatur zum einen nach optimierten Zahnfußgeometrien und zum
anderen nach geeigneten Berechnungsverfahren für die Zahnfußtragfähigkeit gesucht
werden. Da es naturgemäß keine genormten Tragfähigkeitsnachweise für neuartige
Zahnfußkurven geben kann, müssen die Beanspruchungen über einen höherwertigen,
numerischen Berechnungsansatz ermittelt werden. In einem zweiten Schritt muss dar-
aus eine Tragfähigkeit berechnet werden.
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2.4.1 Neue Zahnfußgeometrien
Vor allem im Stirnradbereich sind der Wahl der Geometrie der Zahnfußkurve nur
wenige Grenzen gesetzt, da hier nach der Auslegung der Zahnfußform mit nume-
rischen Methoden auf das notwendige Wälzfräswerkzeug zurückgerechnet werden
kann. Grundsätzlich sind zwei Methoden zur Ermittlung einer optimierten Zahnfuß-
geometrie zu unterscheiden. Zum einen kann eine mathematisch geschlossene Be-
schreibung der Zahnfußkurve vorgenommen werden, welche an verschiedene Verzah-
nungen angebracht werden kann. Zum anderen können numerische Optimierungs-
verfahren für einzelne Verzahnungen angewendet werden. Die letztere Methode ist
wesentlich aufwendiger, kann aber im Einzelfall zu besseren Ergebnissen führen.
LINKE verwendete die bekanntermaßen kerbspannungsarme Form der Ellipse, um die
Fußspannung entscheidend zu senken. Damit sichergestellt werden konnte, dass es
durch die neue Zahnfußgeometrie nicht zu Eingriffsstörungen kommt, passte er de-
ren Form mittels eines Kreisbogens und der Kenntnis der Gegenkopfeckbahn entspre-
chend an. Somit konnte er eine automatisierte Berechnung einer optimierten Zahnfuß-
kurve ohne die Gefahr von Eingriffsstörungen erstellen. An zweidimensionalen Fuß-
spannungsberechnungen mittels der Boundary-Elemente-Methode (BEM) konnte die
deutliche Verringerung der Zahnfußspannung nachgewiesen werden [Lin10].
Ausgehend von den der Bionik entlehnten Kerbgeometrien von MATTHECK [Mat08]
entwickelte ROTH eine bionische Zahnfußkurve [Rot10], welche er mithilfe einer Tan-
gensfunktion und eines Kreisbogens annäherte. Die Steigerung der Zahnfußtragfähig-
keit wies er später auch mittels Pulsatorversuchen und 2D-FEM-Berechnungen nach
[RRP13].
In [KS03] beschäftigte sich auch KAPELEVICH zusammen mit SHEKHTMAN mit der Op-
timierung der Zahnfußgeometrie, um eine möglichst geringe Zahnfußspannung hervor-
zurufen. Sie wendeten dabei automatische Algorithmen der Finiten-Elemente-Analyse
(FEA) an. Die Fußpunkte wurden dafür in einem eigenen polaren Koordinatensystem
definiert, dessen Ursprung der Mittelpunkt einer kreisförmigen Ausgangsfußkurve dar-
stellte. Der Radius jedes Fußpunktes in diesem Bezugssystem konnte in einem vorde-
finierten Bereich variiert werden. Der FEA-Optimierungsalgorithmus suchte dabei nach
derjenigen Kombination von Fußpunkten, welche einerseits in dem vordefinierten In-
tervall lagen und andererseits zu einer minimalen Fußspannung führten. Im Anschluss
wurde dann die dazugehörige Werkzeuggeometrie berechnet, welche die gewünschte
Fußkurve im Wälzverfahren fertigen konnte.
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Mit zeitlichem Abstand stellten KAPELEVICH und SHEKHTMAN in [KS09] weitere For-
schungsergebnisse zur Optimierung der Zahnfußkurve vor. Sie gingen dabei auch auf
die Anwendbarkeit des vorgestellten Algorithmus in Hinblick auf asymmetrische Ver-
zahnungen ein. Durch die Kombination von Fußkurvenoptimierung und eines asym-
metrischen Zahnprofils konnte eine starke Verringerung der Beanspruchungen nach-
gewiesen werden. Sie stellten allerdings auch heraus, dass diese speziellen Zahngeo-
metrien hauptsächlich bei besonderen Anforderungen sinnvoll sind.
SPITAS optimierte die Zahnfußkurve zunächst mit der Anwendung eines Kreisbogens
in der Zahnlücke [SCS05]. Die daraus resultierende Reduzierung der Zahnfußspan-
nung ermittelte er mittels 2D-BEM-Modellen. Kurz darauf veröffentlichte er eine erwei-
terte Optimierungsmethode, bei der er mittels einer Vielzahl von BEM-Berechnungen
eine fußspannungsoptimierte Zahngeometrie ermittelte [SCS06].
2.4.2 Erweiterte Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit
In den bisher vorgestellten Veröffentlichungen wurden stets nur die Reduzierung der
tangentialen Zugspannung im Zahnfuß angestrebt und nachgewiesen. Schon 1994
wiesen LINKE und BÖRNER auf der International Conference on Gears [LB94] dar-
auf hin, dass es bei engen Zahnlücken einen Einfluss der Druckspannung auf die
Zahnfußtragfähigkeit gibt. Durch die zeitlich versetzte Überlagerung von Druck- und
Zugspannung geht die Beanspruchungsart im Zahnfuß von schwellend zu wechselnd
über. Daraus resultiert, dass sich durch die geänderte Mittelspannung auch die Bean-
spruchbarkeit verändert. Dieser Einfluss war vor allem bei Verzahnungen mit hohem
Eingriffswinkel, Innenverzahnungen und asymmetrischen Zahnprofilen nachweisbar.
KÖRTING hatte schon 1990 [Kör90] den Einfluss elastischer Radkörper auf die Mittel-
spannung und die Tragfähigkeit des Zahnfußes untersucht. Später wendeten JAHN,
HANTSCHACK und SLANSKY diese Erkenntnisse auf Innenverzahnungen an, wobei
hier auch der elastische Radkranz eine entscheidende Rolle spielte [Jah97], [Han10],
[SS13b]. Die für Innenverzahnungen geltende Richtlinie [VDI2737] fasst die Erkennt-
nisse bezüglich der Minderung der Beanspruchbarkeit aufgrund der wechselnden Be-
anspruchung im Zahnfuß zusammen und ermöglicht einen Tragfähigkeitsnachweis bei
berechenbarer Doppelamplitude der Fußspannung und zugehöriger Mittelspannung.
Zur Ermittlung der Spannungen im Zahnfuß kommen in der Literatur zumeist FEM-
oder BEM-Lösungen zum Einsatz. WANG, FAN und HUANG zeigten in [WFH11] die
vielfältigen Möglichkeiten moderner FE-Systeme zur komplexen Analyse von Kegel-
radverzahnungen auf. Die dafür erforderliche Feingeometrie der untersuchten Verzah-
nung ermittelten sie mithilfe einer Fertigungssimulation. Darauf aufbauend führten sie
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FEM-Kontaktrechnungen mit elastisch-plastischen Materialverhalten und unter Berück-
sichtigung von Reibung zwischen den kontaktierenden Zahnflanken durch. Des Weite-
ren nutzten sie dieses Modell, um auf den Drehwegfehler und das Kontakttragbild zu
schließen. Im Anschluss führten sie noch dynamische Untersuchungen durch, mit wel-
chen sie auf die Anregungsspektren der Verzahnung bei verschiedenen Drehzahlen
schließen konnten. Alles in allem stellten sie in [WFH11] die Leistungsfähigkeit moder-
ner FEM-Systeme unter Beweis, konnten jedoch keine abschließende Aussage über
die Tragfähigkeit treffen.
Auf die zahlreiche weiterführende Literatur zu den genannten numerischen Berech-
nungsverfahren soll hier nicht weiter eingegangen werden. Zur FEM existieren um-
fangreiche Methoden, welche die verschiedensten Einflüsse aus Werkstoff, Geometrie
und Betriebsbedingungen berücksichtigen können.
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3 Asymmetrische Bezugsprofile
3.1 Optimierungsansatz bei geradverzahnten
Stirnrädern
Zur Berechnung der Kontaktspannung an geradverzahnten Stirnrädern kann der Zahn-
kontakt zu einem Zylinder-Zylinder-Kontakt abstrahiert werden [NW03, Lin10, Sch10].













Hierbei sind E und ν die Werkstoffkonstanten, Fn die Normalkraft, die die Modellzylin-
der zusammendrückt, und lZ die Länge der betrachteten Zylinderabschnitte. Die Krüm-
mungsradien ρ1 und ρ2 der Modellzylinder ergeben sich aus den lokalen Krümmungen

















Abbildung 3.1: Krümmungsradien von Verzahnungen mit verschiedenen Eingriffswin-
keln [SS+13a]
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Es wird deutlich, dass eine Erhöhung des Eingriffswinkels eine Vergrößerung der Krüm-
mungsradien zur Folge hat. Die größer werdenden Krümmungsradien vergrößern die
Abplattungsbreite und senken die Kontaktspannung. Der Ort der maximalen Vergleichs-
spannung verlagert sich allerdings weiter in das Zahninnere. Die Krümmungsradien auf
Höhe des Wälzkreises ergeben für das geradverzahnte Stirnrad nach Gleichung 3.2:
ρi = rwi · sin(αw) (3.2)
Die Zahnnormalkraft Fn ergibt sich aus der Tangentialkraft Fwt am Wälzkreis, wel-
che vom Drehmoment, Wälzkreisdurchmesser und dem Betriebseingriffswinkel αw ab-





Die Erhöhung des Betriebseingriffswinkels wirkt sich hier negativ aus, da dadurch die











Abbildung 3.2: Normalkraftzunahme bei steigendem Eingriffswinkel [SS+13a]
Dennoch sinkt die Kontaktspannung mit zunehmendem Eingriffswinkel zunächst ab, da
der Anstieg der Normalkraft bis zu einem Betriebseingriffswinkel von αw = 45◦ kleiner
ist als die Abnahme der Krümmungen. Mathematisch kann das als Extremwertaufgabe
betrachtet werden. In Gleichung 3.4 ist die Kontaktspannung σH in Abhängigkeit des
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Betriebseingriffswinkels dargestellt. Alle übrigen Größen bleiben dabei konstant und
können in der Konstante C zusammengefasst werden [LR94].
σH = C ·
√
1




Nach dieser Gleichung wird der Wert der Kontaktspannung σH bei einem Betriebsein-
griffswinkel von αw = 45◦ minimal. Werden alle anderen Einflüsse auf die Tragfähigkeit
und die geometrische sowie technologische Realisierbarkeit außer Acht gelassen, so
ist zur Minimierung der Flankenpressung an geradverzahnten Stirnrädern ein Eingriffs-
winkel von αn = αt = 45◦ anzustreben.
In Abbildung 3.3 ist die Abnahme der Pressung durch die Erhöhung des Eingriffs-
winkels dargestellt. Diese ist hierbei auf die Pressung bei einem Eingriffswinkel von
αw = 20◦ normiert. Das Minimum stellt sich wie erwartet bei αw = 45◦ ein und beträgt
nur noch ca. 80 % derjenigen Kontaktspannung, die sich bei einem Eingriffswinkel von
αw = 20◦ einstellen würde. Des Weiteren ist in Abbildung 3.3 die minimale Berührlini-
enlänge lmin über dem Eingriffswinkel dargestellt. Diese ist bei einer Profilüberdeckung
1,0 < εα < 2,0 stets gleich der gemeinsamen Zahnbreite bw und wird durch die Länge

























































lmin, β = 0°  σrel, β = 0°  
Abbildung 3.3: Pressung am Wälzkreis in Abhängigkeit des Betriebseingriffswinkels
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3.1.1 Verlauf in Zahnhöhenrichtung
Die bisherigen Betrachtungen gelten für den Wälzpunkt, da für diesen die Krümmun-
gen direkt nach Gleichung 3.2 bekannt sind. Wird der Ansatz auf das gesamte Zahn-
profil erweitert, muss eine lokale resultierende Krümmung der beiden Flanken berech-




ry · sin(αy (ry )) +
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Beide Gleichungen gelten sowohl für das Ritzel als auch für das Rad. Die Pressung
ist proportional zur Wurzel des Reziproken der resultierenden Krümmung, wie in Glei-
chung 3.7 dargestellt.
σH = C ·
√(
1
ry · sin(αy (ry )) +
1
a · sin(αwt)− ry · sin(αy (ry ))
)
(3.7)
Der Proportionalitätsfaktor C ergibt sich dabei aus den Verzahnungs-, Belastungs- und




cos(αt) · 2pi · bw · (1− ν2) (3.8)
Wird von einer gleichmäßigen Verteilung der Zahnkräfte auf die im Eingriff befindlichen
Zähne und über die Zahnbreite ausgegangen, so kann der Verlauf der Pressung über
dem Zahnhöhenprofil berechnet werden. Zur Verdeutlichung des Zusammenhangs ist
in Abbildung 3.4 dieser Pressungsverlauf für drei Beispiel-Geradverzahnungen darge-
stellt, welche sich nur hinsichtlich des Eingriffswinkels unterscheiden.
Die weiteren Verzahnungsdaten sind in Tabelle 3.1 dargestellt.
Tabelle 3.1: Verzahnungsdaten
Zähnezahl Normalmodul Achsabstand Profilverschiebung Zahnbreite
z1 = 27 z2 = 43 mn = 4 mm a = 140 mm xh1 = 0,29 bw = 60 mm
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Abbildung 3.4: Pressungsverlauf über dem Eingriff für Verzahnungen mit verschiede-
nen Eingriffswinkeln
Um den Verlauf der maximalen Pressung über dem Eingriffswinkel zu ermitteln, kann
für diese Verzahnung jeweils die Pressung am inneren Einzeleingriffspunkt B heran-
gezogen werden. An diesem Punkt ist für die betrachteten Eingriffswinkel jeweils das
Maximum der Pressung zu finden. Zum Vergleich können die maximalen Pressun-
gen der Verzahnungen numerisch berechnet werden. Dafür kann das LastVerteilungs-
Rechnungs-Programm LVR für Stirnräder eingesetzt werden [BSL03], [MDe13].
Da LVR allerdings bisher nicht in der Lage ist, die Beanspruchungen an Zahnrädern
mit einem Eingriffswinkel von αn > 30◦ zu berechnen, kann hier des Weiteren BECAL
(BEvel gear CALculation) zur numerischen Verifikation herangezogen werden [SSH12].
BECAL ist ein Programm der Forschungsvereinigung Antriebstechnik (FVA), welches
in deren Auftrag an der TU Dresden am Institut für Maschinenelemente und Maschi-
nenkonstruktion in Zusammenarbeit mit dem Institut für Geometrie entwickelt wurde.
Dieses zur Beanspruchungsberechnung von Kegel- und Hypoidrädern entwickelte Pro-
gramm basiert ebenso wie LVR auf der Einflusszahlenmethode und kann in kürzester
Zeit Kontaktsimulationen an Verzahnungen durchführen. Seit 2013 ist BECAL auch in
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der Lage, Beveloid-Räder zur berechnen, welche auch als konische Stirnräder bekannt
sind. Wird ein Konuswinkel von 0◦ gewählt, können auf diesem Wege auch Stirnräder
mit BECAL berechnet werden. Darüber hinaus ist BECAL in der Lage, Verzahnungen
mit asymmetrischem Bezugsprofil mit beliebig wählbaren Eingriffswinkeln zu berech-
nen.
Als dritte Vergleichsmöglichkeit kann die maximale Pressung σH0 nach [DIN3990] an-
gewendet werden. Hierbei wird jedoch nicht auf den Punkt B umgerechnet, da das
Zähnezahlverhältnis u > 1,5 ist. Die Einzeleingriffsfaktoren ZB und ZD sind somit je-
weils gleich eins.
In Abbildung 3.5 sind diese Größen über dem Eingriffswinkel aufgetragen. Es wird
deutlich, dass die Ergebnisse der numerischen Berechnungsverfahren von LVR und
BECAL sowohl untereinander als auch mit der analytischen Lösung am inneren Ein-
zeleingriffspunkt σH(B) sehr gut übereinstimmen. Die Berechnungsergebnisse für σH0
































Abbildung 3.5: Maximale Pressung über dem Eingriffswinkel
Die Ursache für die abweichenden Ergebnisse der Normrechnung nach [DIN3990] liegt
im Überdeckungsfaktor Zε begründet. Dieser bildet bei Schrägverzahnungen den Ein-
fluss der Gesamtberührlinienlänge ab und wird anhand der Profil- und Sprungüberde-
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ckung bestimmt. Bei Geradverzahnungen nimmt die Gesamtberührlinienlänge jedoch
nur Werte vom Vielfachen der gemeinsamen Zahnbreite an. Die minimale Gesamt-
berührlinienlänge ist bei einer Profilüberdeckung kleiner zwei, gleich der gemeinsa-
men Zahnbreite. Der Überdeckungsfaktor zur Ermittlung der maximalen Pressung wä-
re dann Zε = 1,0. Der Verlauf der maximalen Pressung nach [DIN3990] mit Zε = 1,0 ist
auch in der Abbildung 3.5 dargestellt. Dieser entspricht der analytischen Lösung der
Pressung im Wälzpunkt σH(C). Wird neben einem Überdeckungsfaktor von Zε = 1,0
noch ein Einzeleingriffsfaktor ZB entsprechend der Berechnungsvorschrift für Verzah-
nungen mit einem Zähnezahlverhältnis von u < 1,5 auf die Normrechnung angewen-
det, so deckt sich diese exakt mit der analytischen Lösung für σH(B).
In der Normberechnung bildet der Überdeckungsfaktor zusätzlich zum Einfluss der
Berührlinienlänge noch statistische Einflüsse des größer werdenden Einzeleingriffs-
gebietes durch die kleiner werdende Profilüberdeckung ab. Demnach wird hier der
Überdeckungsfaktor Zε zu einem statistischen Einflussfaktor der abweichungsfreien
Verzahnung (ZS0) und behält seine Berechtigung [Sta01].
3.1.2 Einfluss von Höhenballigkeiten
Die bisherigen Betrachtungen gingen von einer abweichungsfreien, konjugierten Ge-
radverzahnung aus. Da hochbelastete Verzahnungen jedoch häufig modifiziert aus-
geführt werden, soll hier der Einfluss von Balligkeiten auf die Pressung an Verzahnun-
gen mit verschiedenen Eingriffswinkeln untersucht werden. Dazu soll die evolventische
Grundverzahnung beispielhaft mit einer parabolischen Modifkation überlagert werden,
welche sich auf den Radius ry der Flanke bezieht. Die Gleichungen 3.9 und 3.10 bilden
diese Modifikation ab.








(−1 ≤ rnorm ≤ 1) (3.10)
Zur Bestimmung der modifizierten Flankenform müssen lokal der Normalenvektor be-
stimmt und die Evolvente um den Betrag f (ry ) verschoben werden. Die Gleichungen
3.11 geben die Koordinaten der Evolvente in Parameterform an [Lin10].
x(ψ) = rb · (sin(ψ)−ψ · cos(ψ))
y (ψ) = rb · (cos(ψ)−ψ · sin(ψ))
(3.11)
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Um die Balligkeitsmodifikationen auf die Evolvente aufbringen zu können, sind die lo-
kalen normierten Normalenvektoren notwendig. Diese ergeben sich aus den geome-
trischen Grundbedingungen der Evolvente in Abhängigkeit von der betrachteten Stelle











Die modifizierte Profillinie ergibt sich aus der Differenz der Koordinaten der Evolvente
und der lokalen Modifikation in Normalenrichtung.
xmod(ry ) = x(ry ) + nx (ry ) · f (ry )
ymod(ry ) = y (ry ) + ny (ry ) · f (ry )
(3.14)
In Abbildung 3.6 sind rot die konjugierte und blau die modifizierte Zahnflanke darge-
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Um aus dem modifizierten Verlauf der Flanke lokale Krümmungen zu ermitteln, ist es





x ′2 + y ′2
) 3
2
x ′ · y ′′ − x ′′ · y ′
∣∣∣∣∣∣ (3.15)
Mit den Gleichungen 3.9 bis 3.15 kann die lokale Krümmung einer modifizierten Ver-
zahnung berechnet werden. Des Weiteren ist es erforderlich, den lokalen Eingriffswin-
kel zu bestimmen, welcher die Größe der Normalkraft definiert. Dazu muss zunächst
der lokale Normalenvektor der Profillinie ermittelt werden. Dieser ergibt sich aus der













Mit der Kenntnis dieses Vektors lässt sich aus den in Abbildung 3.7 dargestellten geo-
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Dieser lokale Eingriffswinkel αyP ergibt sich dabei aus der Differenz des Evolventenpa-
rameters ψ und dem Hilfswinkel γ nach den Gleichungen 3.17 und 3.18.












Mit den Gleichungen 3.15 und 3.17 stehen der lokale Eingriffswinkel αyP und die lokale
Krümmung ρ höhenballiger Geradverzahnungen als Einflussgrößen auf die Flanken-
pressung direkt bereit.
Die Abbildung 3.8 zeigt, wie sich der lokale Eingriffswinkel über der Flanke ändert,
wenn eine Verzahnung höhenballig modifziert wird. Am Kopf nimmt der Eingriffswin-
kel zu und in der Nähe des Zahnfußes nimmt dieser ab. Das führt dazu, dass die











Abbildung 3.8: Auswirkung von Balligkeiten auf die Eingriffsverhältnisse
In Abbildung 3.9 ist der Verlauf der relativen Normalkraft und der relativen, resultieren-
den Krümmung über der Zahnhöhe aufgetragen. Des Weiteren ist die dadurch beding-
te Erhöhung der Pressung relativ zur Pressung der konjugierten Ausgangsverzahnung
dargestellt.


































































































Abbildung 3.9: Relative Normalkraft, Krümmung und Pressung über der Zahnhöhe
Die Zunahme der Pressung wird jedoch nahezu ausschließlich von der Zunahme der
Krümmung durch die Modifikation verursacht. Wird eine parabolische Höhenballigkeit
der evolventischen Flankenform überlagert, so bleibt die Zunahme der Pressung über
der Zahnhöhe annähernd konstant. Der Betrag dieser Zunahme hängt jedoch von der
Größe der Modifikation ab.
3.2 Anwendung auf schrägverzahnte Stirnräder
Um den im Kapitel 3.1 beschriebenen Optimierungsansatz auf schrägverzahnte Stirn-
räder anzuwenden, soll hier erneut für einige Beispielverzahnungen der Pressungs-
verlauf über dem Eingriffswinkel dargestellt werden. Hierzu kann ein analytischer Lö-
sungsansatz herangezogen werden. Wie auch für geradverzahnte Stirnräder, kön-
nen die Kontaktverhältnisse von schrägverzahnten Stirnrädern durch den HERTZschen
Kontakt zweier Zylinder beschrieben werden. Die Kontaktspannung ergibt sich dem-
nach nach Gleichung 3.1. Bei Schrägverzahnungen ergibt sich jedoch die Zahnnor-
malkraft Fn und die lokale, resultierende Krümmung ρres in Abhängigkeit des Grund-









ry · sin(αy (ry )) +
cos(βb)
a · sin(αwt)− ry · sin(αy (ry ))
)−1
(3.20)
Die Länge der Modellzylinder zur Ermittlung der Pressung ergibt sich auch bei Schräg-
verzahnungen aus der minimalen Gesamtberührlinienlänge, solange von einer gleich-
mäßigen Streckenlastverteilung ausgegangen wird. Diese Länge variiert über der Ein-
griffsstrecke in Abhängigkeit der Profil- und Sprungüberdeckung zum Teil sehr stark.
Daher muss für eine analytische Lösung die minimale Berührlinienlänge ermittelt wer-
den. Nach [SH77] bzw. [Rot89] ergibt sich diese in Abhängigkeit der Profil- und Sprung-
überdeckung aus den Gleichungen 3.21 und 3.22. Die maximale Berührlinienlänge
ergibt sich nach Gleichung 3.23.
εα = W + X mit W ∈ Z und 0 ≤ X < 1






· [(W + X ) · Y + W · Z ] , falls X + Z ≤ 1
bw
εβ · cos(βb)






· [(W + X ) · Y + X + Z ] , falls X ≤ Z
bw
εβ · cos(βb)
· [(W + X ) · Y + 2 · Z ] , sonst
(3.23)
Nach der Norm [DIN3990] ergibt sich die tragende Zahnlänge in Abhängigkeit des
Überdeckungsfaktors Zε nach Gleichung 3.24 und 3.25 [Lin10].
lNorm =
bw
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Für die Beispielverzahnung nach Tabelle 3.1 mit einem Eingriffswinkel von αn = 20◦
wurde sowohl die minimale und maximale Gesamtberührlinienlänge als auch die ge-
normte tragende Zahnlänge in Abhängigkeit des Schrägungswinkels β ermittelt. In
Abbildung 3.10 sind die ermittelten Berührlinienlängen in Abhängigkeit des Schrä-
gungswinkels dargestellt. Bei den verschiedenen Verzahnungen wurde jeweils nur der
Achsabstand an den geänderten Schrägungswinkel angepasst. Alle anderen geome-
trischen Grundgrößen der Verzahnung wurden beibehalten. Es wird deutlich, dass die
Berührlinienlänge bei ganzzahligen Sprungüberdeckungen konstant ist (minimale und
maximale Berührlinienlänge sind gleich). Für genau diese Fälle stimmt die theoretisch
ermittelte Berührlinienlänge mit der genormten tragenden Zahnlänge überein und es
wird möglich, die Gleichung 3.22 nach Zε umzuformen. Für alle anderen Fälle erfasst
der genormte Faktor Zε, wie auch bei Geradverzahnungen, statistische Einflüsse auf









































Abbildung 3.10: Berührlinienlängen und Überdeckungen über dem Schrägungswinkel
Neben der Berührlinienlänge ändert sich auch der Ort der maximalen Pressung beim
Übergang von Gerad- zu Schrägverzahnungen in Zahnhöhenrichtung. Da die Berührli-
nie schräg über den Zahn verläuft, kann nicht, wie bei Geradverzahnungen, der innere
Einzeleingriffspunkt B als kritischster Punkt für einen Grübchenschaden ausgemacht
werden. Vielmehr ist jene Eingriffsstellung von schadensrelevanter Bedeutung, bei der
die Gesamtberührlinienlänge ihr Minimum annimmt. Durch den schrägen Verlauf der
Berührlinie erfährt bei gleichmäßiger Lastverteilung derjenige Berührlinienpunkt die
größte Pressung, welcher die kleinste resultierende Krümmung aufweist. Der Verlauf
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der resultierenden Krümmung über der Zahnhöhe des Ritzels ist in Abbildung 3.11
dargestellt.
Bei den verschiedenen Verzahnungen wurde der Achsabstand an den geänderten
Schrägungswinkel angepasst, indem dieser dem Null-Achsabstand gleichgesetzt wur-
de. Dieser ist bei gleichbleibenden Zähnezahlen und Modul nur vom Schrägungswinkel
abhängig. Durch diese Anpassung bleibt die Summe der Profilverschiebung null. Der
Kopf- und der Fußkreisradius werden dabei mit steigendem Schrägungswinkel größer.
Alle anderen geometrischen Grundgrößen wurden konstant gehalten. Es wird deutlich,
dass der kleinste resultierende Krümmungsradius bei diesen Verzahnungen jeweils am
Zahnfuß des Ritzels zu finden ist. Demnach tritt dort auch die größte Pressung auf. Ist





































Abbildung 3.11: Resultierender Krümmungsradius über der Zahnhöhe
Da die Krümmungsradien für die verschiedenen Eingriffspunkte sowie die minimalen
Berührlinienlängen bekannt sind, können die Pressungen in Abhängigkeit des Ein-
griffswinkels an den jeweiligen Punkten ermittelt werden. Um diese mit der Normrech-
nung vergleichen zu können, wurde der Schrägungswinkel mit β = 24,764◦ so gewählt,
dass die Sprungüberdeckung einen Wert von εβ = 2 annimmt und damit ganzzahlig
ist.
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In Abbildung 3.12 ist die Pressung an den verschiedenen Eingriffspunkten über dem
Eingriffswinkel dargestellt. Die Pressungswerte an den Punkten B und C stimmen in
Abhängigkeit des Einzeleingriffsfaktors ZB mit der Pressung der abweichungsfreien
Verzahnung σH0 der Normrechnung überein. Es wird deutlich, dass sich die Erhöhung
des Eingriffswinkels besonders positiv auf die Pressung im Fußbereich des Ritzels
auswirkt. Des Weiteren ist ersichtlich, dass sich das Minimum der Pressung nicht bei
einem für Geradverzahnungen optimalen Eingriffswinkel von αn = 45◦ einstellt. Viel-
mehr stellt sich dieses Minimum je nach dem betrachteten Zahnhöhenabschnitt bei
verschiedenen Eingriffswinkeln ein. Maßgebend für die theoretisch maximal auftreten-
de Pressung, ohne die Betrachtung statistischer Einflüsse, ist der Punkt des Eingriffs-
beginns A. Die an diesem Ort auftretende Pressung in Abhängigkeit des Eingriffswin-





















































Abbildung 3.12: Pressung über dem Eingriffswinkel für verschiedene Eingriffspunkte
Um dieses Optimierungspotenzial durch die Erhöhung des Eingriffswinkels bei Verzah-
nungen mit verschiedenen Schrägungswinkeln zu beschreiben, kann die Pressung auf
einen Eingriffswinkel von αn = 20◦ normiert werden. So können die Größe der relati-
ven Pressungsabnahme und der zugehörige optimale Eingriffswinkel sofort abgelesen
werden.
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In Abbildung 3.13 sind die relativen Verläufe der Pressung am Punkt A über dem Ein-
griffswinkel für Verzahnungen mit verschiedenen Schrägungswinkeln dargestellt. Alle
Verzahnungen weisen eine Sprungüberdeckung größer eins auf, sodass kein Einzel-
eingriffspunkt existiert. Das Minimum der Pressung stellt sich bei diesen Verzahnungen
stets bei verschiedenen Eingriffswinkeln ein. Es ist zu erkennen, dass der optimale

























σrel, β = 15°
σrel, β = 20°
σrel, β = 25°
σrel, β = 35°
Abbildung 3.13: Relative Pressung über dem Eingriffswinkel für Verzahnungen mit ver-
schiedenen Schrägungswinkeln
Das Minimum und der Verlauf der relativen Pressung über dem Eingriffswinkel sind
nicht direkt vom Schrägungswinkel abhängig. Das zeigt sich darin, dass die Extrema
der Verläufe nicht sinnvoll zu einer Linie zu verbinden sind. Die hierfür ursächliche Ein-
flussgröße ist die minimale Berührlinienlänge, welche maßgeblich die Pressung be-
stimmt. Diese steigt mit der Erhöhung des Eingriffswinkels nicht stetig an, sondern
schwankt in Abhängigkeit der Sprungüberdeckung, wie in Abbildung 3.10 dargestellt.
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3.3 Asymmetrische Kegelradauslegungen
3.3.1 Berechnung der Last- und Beanspruchungsverteilung
Wie im vorangegangenen Kapitel an schrägverzahnten Stirnrädern gezeigt wurde, hat
die Berührlinienlänge einen entscheidenden Einfluss auf das Optimierungspotenzial
von Verzahnungen durch die Verwendung asymmetrischer Bezugsprofile. Bei Kegel-
radverzahnungen ist es jedoch nicht möglich, die Berührlinienlänge anhand der ma-
krogeometrischen Kenngrößen der Verzahnung analytisch zu bestimmen. Dies liegt
zum einen in der komplexen Geometrie von Kegelradverzahnungen begründet, die nur
durch eine Simulation des Fertigungsprozesses hinreichend exakt vorhergesagt wer-
den kann. Zum anderen bedingt die Verlagerungsempfindlichkeit von Kegelradverzah-
nungen ballige Modifikationen der Zahnflanken, wodurch die Berührlinienlänge sowohl
last- als auch verlagerungsabhängig wird.
Des Weiteren kann durch die stets ballige Modifikation von Kegelrädern nicht von einer
gleichmäßigen Lastverteilung und somit einer konstanten Streckenlast ausgegangen
werden. Vielmehr ist diese wiederum stark von der Modifikation und den auftretenden
Verlagerungen abhängig.
Als dritter Punkt ist die bei spiralverzahnten Kegelrädern über der gesamten Zahn-
flanke veränderliche Krümmung zu beachten. Hier stehen keine direkten analytischen
Zusammenhänge zur Verfügung, welche eine einfache Berechnung der lokalen Krüm-
mung ermöglichen könnten.
Eine genaue Untersuchung des Einflusses der Erhöhung des Eingriffswinkels auf die
Tragfähigkeit von Kegelradverzahnungen macht somit ein Programmpaket zur Ferti-
gungs- und Zahnkontaktsimulation erforderlich. Mit BECAL steht eine hochspezialisier-
te Software zur Verfügung, welche all diese Erfordernisse erfüllt [SSH12]. BECAL ist
in der Lage, eine Fertigungssimulation durchzuführen und die Geometrie der Flanken
als Tensor-Produkt-Ausgleichsflächen darzustellen. Mithilfe dieser Ausgleichsflächen
kann lokal an jedem Punkt der Flanke die Krümmung in Normalenrichtung berechnet
werden.
Die Grundgeometriedaten der Kegelradverzahnung, welche im Folgenden als Beispiel
dienen soll, sind in Tabelle 3.2 dargestellt. Die von BECAL aus der Fertigungssimu-
lation für diese Verzahnung ermittelten Krümmungen entlang der Flanke sind in der
Abbildung 3.14 veranschaulicht.
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Abbildung 3.14: Krümmung in Normalenrichtung auf der Zahnflanke
Tabelle 3.2: Kegelrad-Verzahnungsdaten
Symbol Ritzel Tellerrad Einheit
Zähnezahl z 12 37
mittl. Normalmodul mmn 4,466 4,466 mm
mittl. Schrägungswinkel βm 35,0 -35,0 ◦
Achswinkel Σ 90,0 ◦
Achsversatz av 0.0 mm
Eingriffswinkel Zug αdD 20,0 20,0 ◦
Eingriffswinkel Schub αdC 20,0 20,0 ◦
Teilkegelwinkel δ 17,969 72,031 ◦
Zahnbreite b 35,0 35,0 mm
Zahnkopfhöhenfaktor khap 1,0 1.0
Zahnfußhöhenfaktor khfp 1,25 1.25
Profilverschiebungsfaktor xhm 0,38 -0,38
Werkzeugradius rc0 60,0 mm
Messerzahl z0 5
Zur Bestimmung der Lastverteilung und der sich daraus ergebenden Berührlinienlän-
ge ist eine Zahnkontaktsimulation unter Last erforderlich. Diese basiert in BECAL auf
verallgemeinerten Verformungseinflusszahlen. Dafür wird die Berührlinie in Abschnitte
unterteilt und die Gesamtverformung des Zahnpaares aus den Verformungen durch
die diskreten Einzellasten entlang der Berührlinie zusammengesetzt. Den Zusammen-
hang zwischen der Verformung an einem Punkt Pi und der ursächlichen Last auf den
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Punkt Pj stellt die Einflusszahl ei j her. Zur Ermittlung dieser Einflusszahl wurde in einer
Reihe von Untersuchungen der Zahnverformung festgestellt, dass sich die Zahnver-
formung in Breitenrichtung unabhängig von der Zahnform stets näherungsweise ähn-
lich zueinander verhält. Daher wurde mithilfe einer Vielzahl von FEM-Berechnungen
eine allgemeine, relative Abklingfunktion ermittelt, welche qualitativ das Abklingver-
halten der Zahnverformung in Breitenrichtung sehr gut beschreibt [SH77]. Bezugs-
wert für diese Abklingfunktion stellt die Nachgiebigkeit einer Zahnscheibe der Breite
∆b = 1 ·mmn dar. Dieser Wert setzt sich aus den linear-elastischen Anteilen Biegung-,
Schub-, Druck- und Radkörperverformung zusammen. Ist neben den linearen Zahn-
verformungen noch der nichtlineare Anteil der HERTZschen Abplattung bekannt, so
können die Einflusszahlen entlang der gesamten Berührlinie berechnet werden und
die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems zur Ermittlung der Lastverteilung be-
stimmt werden.
Zusätzlich zur Lösung des Gleichungssystems, welches aus dem Vektor der Klaffma-
ße, der Koeffizientenmatrix der Einflusszahlen und dem Lösungsvektor der Einzellas-
ten besteht, muss die statische Gleichgewichtsbedingung erfüllt werden. Das Dreh-
moment muss dabei gleich der Summe der Momente der Einzellasten um die ent-
sprechende Drehachse sein. Nach diesem Vorgehen sind die diskreten Einzellasten
der Lastverteilung entlang der Berührlinie für die jeweiligen Eingriffsstellungen bekannt
[Kli08]. Diese Lastverteilung ist in Abbildung 3.15 dargestellt. Die Länge der Berührlinie
ergibt sich aus der Summe der Längen der im Kontakt befindlichen Teilabschnitte.
Abbildung 3.15: Normalkraft auf der Zahnflanke für eine Eingriffsstellung
Für jeden diskreten Abschnitt kann durch die bekannte Krümmung die Streckenlast und
die Länge des Abschnittes sowie die lokale Pressung nach der HERTZschen Gleichung
(3.1) bestimmt werden. Die Pressungsverteilung über dem gesamten Zahneingriff ist
40 3.3. ASYMMETRISCHE KEGELRADAUSLEGUNGEN
für ein Beispiel in Abbildung 3.16 dargestellt. Diese entspricht dem Summentragbild,
welches in der Praxis mithilfe von Tragbildlack unter Last ermittelt werden kann. Eine
Vielzahl von validierenden Vergleichen hat gezeigt, dass die Genauigkeit des in BECAL
verwendeten Berechnungsverfahrens mit höheren Ansätzen wie der Finiten-Elemente-
Methode durchaus vergleichbar ist. Die von BECAL benötigten Rechenzeiten betragen
jedoch nur einen kleinen Bruchteil.
Abbildung 3.16: Pressung auf der Zahnflanke
3.3.2 Vergleichbarkeit verschiedener Kegelradauslegungen
BECAL ist, wie im Vorangegangenen beschrieben, in der Lage, die Pressungsvertei-
lung von Verzahnungen mit verschiedenen Eingriffswinkeln zu vergleichen. Dafür gibt
es eine grafische Ausgabe, die die Pressung in der Radialprojektion darstellt. Anhand
dieser Darstellung kann auch die Größe und die Form der Lasttragbilder verglichen
werden. Für die vorliegende Beispielverzahnung ist in den Abbildungen 3.17 und 3.18
ein Vergleich der Pressungsverteilung auf der konkaven Ritzelflanke (Zugbetrieb) einer
symmetrischen und einer asymmetrischen Verzahnung dargestellt. Die symmetrische
Verzahnung weist dabei beidseitig einen Eingriffswinkel von αdD = αdC = 20◦ auf, wäh-
rend bei der asymmetrischen auf der Arbeitsflanke (Zugflanke) ein Eingriffswinkel von
αdD = 30◦ und auf der Rückflanke (Schubflanke) ein Eingriffswinkel von αdC = 18◦
angewandt wurde.
Das Ritzelmoment ist bei beiden Verzahnungen gleich. Des Weiteren sind auch die Be-
träge der Höhen- und Breitenballigkeiten bei der Erhöhung des Eingriffswinkels gleich
geblieben. Empfehlungswerte aus der Literatur [Kli08] beziehen sich bei der Breiten-
balligkeit auf die Zahnbreite und bei der Höhenballigkeit auf den Messermodul. Da sich
diese beiden Bezugsgrößen bei der Variation der Eingriffswinkel nicht ändern, bleiben
3. ASYMMETRISCHE BEZUGSPROFILE 41
auch die empfohlenen Modifikationen konstant. Dennoch verändert sich das Tragbild
in Form und Größe deutlich. Einerseits wird hier die effektive Tragbildbreite mit Erhö-
hung des Eingriffswinkels größer und andererseits die Höhe des Tragbildes kleiner. Der
Maximalwert der Pressung steigt deutlich an.
Durch die veränderte Form und Größe des Lasttragbildes ist der direkte Vergleich der
Maximalwerte der Pressung nicht zulässig. Nur wenn die beiden Tragbilder qualitativ
übereinstimmen, kann eine vergleichende Aussage zur Tragfähigkeit zweier Verzah-
nungen getroffen werden.
Abbildung 3.17: Symmetrische Ausgangsverzahnung: αdD = αdC = 20◦
Abbildung 3.18: Asymmetrische Verzahnung: αdD = 30◦, αdC = 18◦
Somit muss ein Weg gefunden werden, verschiedene makrogeometrische Auslegun-
gen von Kegelrädern bezüglich ihrer Flankentragfähigkeit miteinander zu vergleichen.
Dazu ist es sinnvoll, das Vorgehen umzukehren und ein übertragbares Drehmoment
unter Vorgabe einer zulässigen Pressungsverteilung zu berechnen. Dafür wird zu-
nächst eine Soll-Pressungsverteilung vorgegeben, welche den Ausgangspunkt für die
Berechnung eines theoretisch übertragbaren Drehmomentes darstellt. Die effektive
Tragbildbreite soll hierbei beff/b = 85 % betragen. Auch die Höhe des Lasttragbildes
wird mit 85 % vorgegeben. Des Weiteren folgt die Verteilung der Pressung sowohl in
42 3.3. ASYMMETRISCHE KEGELRADAUSLEGUNGEN
Breiten- als auch in Höhenrichtung einem Polynom sechsten Grades und kann nach
Gleichung 3.26 in Abhängigkeit der auf die gemeinsame Zahnbreite und die Nutzflan-
kenhöhe normierten Breiten- und Höhenkoordinaten bnorm und hnorm berechnet werden.
Der Maximalwert der Pressung wird mit σHsoll max = 1500 MPa festgelegt und entspricht
somit der Flankendauerfestigkeit gängiger Einsatzstähle.















mit − 1 ≤ bnorm ≤ 1 , −1 ≤ hnorm ≤ 1
Die entstehende Soll-Pressungsverteilung ist in Abbildung 3.19 dargestellt. Die da-
bei getroffenen Annahmen stammen aus der gängigen Auslegungspraxis. Durch das
polynomiale Abfallen der Pressung zu den Rändern hin soll der Verlagerungsemp-
findlichkeit entgegengewirkt werden. An dieser Stelle kann allerdings noch keine Aus-
sage zur Realisierung eines solchen Tragbildes getroffen werden. Das Hauptaugen-
merk liegt hier auf der Vergleichbarkeit der Verzahnungen. Ausgehend von dieser Soll-
Abbildung 3.19: Soll-Pressung auf der Zahnflanke
Pressungsverteilung und den bekannten lokalen Krümmungsradien kann eine Soll-
Lastverteilung berechnet werden. Dazu muss lediglich die Grundbeziehung der Pres-
sungsberechnung für den Zylinder-Zylinder-Kontakt nach Gleichung 3.1 nach Fn umge-
stellt werden. Der dabei entstehende Zusammenhang ist in Gleichung 3.27 dargestellt.
Fnsoll = σ2Hsoll ·
(
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Die Länge der Modellzylinder lZ hängt auch hier, wie bereits beschrieben, von der
Diskretisierung ab. In Abbildung 3.20 ist die berechnete Soll-Lastverteilung dargestellt.
Der Farbverlauf auf der Zahnflanke stellt die Lastverteilung über dem gesamten Eingriff
dar.
Abbildung 3.20: Soll-Lastverteilung auf der Zahnflanke
Für eine Eingriffsstellung sind zur Veranschaulichung zusätzlich die Kraftvektoren der
Lastverteilung dargestellt. Die Soll-Last nimmt mit zunehmenden Krümmungsradien
zu. Deshalb entsteht im Kopfbereich der Ferse eine höhere erforderliche Normalkraft.
Durch die Kenntnis dieser Soll-Lastverteilung ist es möglich, aus den Koordinaten der
jeweiligen Traglinienpunkte und den dazugehörigen Kraftvektoren ein resultierendes
Moment um die Drehachse des Ritzels zu errechnen. Die Einzelmomente der diskre-
ten Kraftvektoren einer Eingriffsstellung können dann zu einem Gesamtmoment zu-
sammengefasst werden, welches in der zugehörigen Eingriffsstellung übertragbar ist.
Während des Abwälzvorganges variiert dieses Moment. Als theoretisch übertragbares
Drehmoment muss dann das kleinste dieser Momente angesehen werden.
Des Weiteren ist es möglich, die Länge der Berührlinie für jede dieser Eingriffsstellun-
gen zu ermitteln. In Abbildung 3.21 sind diese beiden Größen über dem Ritzeldrehwin-
kel dargestellt. Durch die Diskretisierung der Berührlinie in Zahnbreitenrichtung ergibt
sich ein leicht unstetiger Verlauf der Länge der Berührlinie über dem Zahneingriff. Die
Höhe des theoretisch übertragbaren Momentes korreliert mit der Länge der zugehöri-
gen Berührlinie.
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Die Schwankung des übertragbaren Momentes von ∆M = ±7,7 % bewegt sich in ei-
ner ähnlichen Größenordnung wie die Schwankung der Berührlinienlänge von ∆l =
±7,8 %. Diese recht großen Schwankungen machen deutlich, dass die ideale Soll-
Pressungsverteilung aus Abbildung 3.19 bei einem konstant auf die Verzahnung wir-
kenden Drehmoment nur schwer realisierbar sein wird. Dennoch kann mit dieser Me-

















































Verlauf über dem Eingriff
l
Mtheo
Abbildung 3.21: Verlauf von Berührlinienlänge und theoretisch übertragbarem Moment
über dem Ritzeldrehwinkel
Um den Einfluss des Eingriffswinkels auf das theoretisch übertragbare Moment zu er-
mitteln, können Serienrechnungen durchgeführt werden, bei denen lediglich der Ein-
griffswinkel verändert wird. Neben dem maximal und minimal übertragbaren Moment
können auch die maximalen und minimalen Berührlinienlängen ermittelt werden. Des
Weiteren sind in Abbildung 3.22 die jeweiligen Mittelwerte über dem Eingriff dargestellt.
Es fällt auf, dass die Berührlinienlänge sehr schnell und stark abfällt, wohingegen das
theoretisch übertragbare Moment, welches hier durch das Minimum repräsentiert wird,
zunächst leicht ansteigt und erst bei einem Eingriffswinkel von αn > 28◦ wieder abfällt.
Das maximale und das mittlere theoretische Moment sinken mit zunehmendem Ein-
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griffswinkel sofort ab. Dadurch wird die Amplitude des übertragbaren Momentes über




























































Abbildung 3.22: Verlauf des maximalen, minimalen und mittleren theoretisch übertrag-
baren Momentes über dem Eingriffswinkel
3.3.3 Auslegung asymmetrischer Kegelradverzahnungen
Um eine deutliche Tragfähigkeitssteigerung durch die Erhöhung des Eingriffswinkels
bei bogenverzahnten Kegelrädern zu erzielen, muss schon bei der Auslegung der Ver-
zahnung darauf geachtet werden, dass die Berührlinienlänge möglichst konstant bleibt.
Daher ist es wünschenswert, eine analytisch bestimmbare Größe zu finden, welche
schon vor der Zahnkontaktsimulation ein Maß für die zu erwartende Berührlinienlän-
ge darstellt. Hier bietet sich die Profilüberdeckung der Ersatzgeradverzahnung εvα an.
Die Abbildung 3.23 zeigt die beiden Größen in gleicher Skalierung. Es ist klar zu er-
kennen, dass die Profilüberdeckung ein geeignetes Mittel zur Vorauslegung von gezielt
asymmetrischen Kegelrädern darstellen kann.
Eine Möglichkeit zur Erhöhung der Profilüberdeckung und damit zur Verlängerung der
Berührlinie ist die Vergrößerung der Zahnkopfhöhe. Hierdurch wird die Eingriffsstre-
cke vergrößert und der sinkenden Berührlinienlänge durch die Erhöhung des Eingriffs-
winkels entgegengewirkt. Während der Vorauslegung der Verzahnung muss dazu der
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Zahnkopfhöhenfaktor derart bestimmt werden, dass sich die gleiche Profilüberdeckung








































Verlauf über dem Eingriffswinkel
lmin
εvα
Abbildung 3.23: Verlauf der minimalen Berührlinienlänge und der Profilüberdeckung
über dem Eingriffswinkel
Die Gleichungen 3.28 bis 3.30 stellen die Zusammenhänge für die Ersatz-Stirnrad-
verzahnung im Stirnschnitt nach [ISO10300] dar. Da diese Gleichungen nicht direkt
nach dem Kopfhöhenfaktor khap umgestellt werden können, ist eine Iteration zu dessen













− aers sin(αet) (3.29)
und dva1,2 = dv1,2 + 2mmn(khap ± xhm1) (3.30)
In Abbildung 3.24 sind die Ergebnisse einer Serienrechnung dargestellt, bei der die
Ersatz-Profilüberdeckung konstant gehalten wurde. Dadurch wurde eine nur leicht ab-
fallende Berührlinienlänge realisiert. Unter diesen Bedingungen ist eine große Erhö-
hung des theoretisch übertragbaren Momentes möglich.
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Die geometrische Realisierbarkeit der Verzahnung sowie die erforderliche Mindest-
zahnkopfdicke wirken begrenzend bei der Erhöhung des Eingriffswinkels der Arbeits-
flanke. Ein iterativer Vorauslegungsprozess auf Basis der Ersatz-Stirnradverzahnung
stellt ein geeignetes Mittel zur Abschätzung des größtmöglichen Eingriffswinkels dar.


































































Abbildung 3.24: Verlauf des maximalen, minimalen und mittleren theoretisch über-
tragbaren Momentes über dem Eingriffswinkel bei konstanter
Profilüberdeckung
Den Ausgangspunkt der Vorauslegung bildet eine symmetrische Verzahnung mit ei-
nem beidseitigen Eingriffswinkel von αn = 20◦. Von dieser Verzahnung wird die Pro-
filüberdeckung des Ersatzstirnrades nach [ISO10300] berechnet, die dann maßge-
bend für die Wahl des Zahnhöhenfaktors ist. Startwert für die Eingriffswinkel sind
αdC = αZug = 45◦, bzw. αdD = αSchub = 20◦. In einer ersten Iterationsschleife wird
dann der entsprechende Zahnhöhenfaktor gesucht und anschließend die geometri-
sche Realisierbarkeit überprüft. Im letzten Schritt wird ein Profilseitenfaktor derart be-
stimmt, sodass die Zahnkopfdicke an Ritzel und Tellerrad annähernd gleich ist. Liegt
die Zahnkopfdicke von einem der beiden Partner unter der vorgegebenen zulässigen
Zahnkopfdicke oder ist die Verzahnung nicht geometrisch realisierbar, so wird zunächst
der Eingriffswinkel der Schubflanke αSchub verringert. Fällt αSchub unter einen vorgege-
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benen unteren Grenzwert von z.B. αSchubmin = 10
◦ ab, so wird in einer übergeordneten
Iterationsschleife αZug verringert und αSchub auf den Startwert von 20◦ zurückgesetzt.
Werden alle begrenzenden Kriterien erfüllt, endet die Iteration und es ist diejenige Ver-
zahnung gefunden, welche den größtmöglichen Eingriffswinkel bei nahezu konstanter
Berührlinienlänge aufweist.
ea = easoll 
khp erhöhen 
Ausgangsverzahnung 
aZug = aSchub = 20°, ea(a=20°) = easoll, khp = 1,0 
aZug.Start = 45° 
geometrisch 
realisierbar 
sa > sa.min 
xs, sodass sa1 = sa2 
aSchub verringern 
aSchub < 10° 
aZug verringern 














4.1 Motivation und Grundlagen
Die im vorangegangenen Kapitel beschriebene Tragfähigkeitssteigerung durch die Er-
höhung des Eingriffswinkels auf der Arbeitsflanke setzt eine gleichmäßige Pressungs-
verteilung voraus, wie sie in Abbildung 3.19 dargestellt ist. Dieses rechteckige Last-
tragbild ist durch übliche parabolische Breiten- und Höhenballigkeiten nicht realisier-
bar. Das kann bei konventionellen Verzahnungen mit Standardballigkeiten dazu führen,
dass mit der Erhöhung des Eingriffswinkels die Tragfähigkeit abnimmt, auch wenn die
Berührlinienlänge konstant gehalten wird. Daher ist es unabdingbar, dass mithilfe einer
topologischen, freien Flankenmodifikation eine möglichst optimale Pressungsvertei-
lung angestrebt wird, damit die Tragfähigkeitssteigerung durch den erhöhten Eingriffs-
winkel zum Tragen kommt. Moderne und flexible Fertigungsverfahren wie das Freiform-
fräsen eröffnen hier neue Möglichkeiten der Mikrogeometrieoptimierung. Aber auch mit
konventionellen Verzahnmaschinen können komplexe Modifikationen der Flankentopo-
logie realisiert werden.
Durch eine Zahnkontaktsimulation mit BECAL stehen eine Vielzahl von lokalen Kenn-
größen zur Verfügung, welche es ermöglichen, geeignete Modifikationen der Flanken-
topologie zu berechnen, um das Lasttragbild positiv zu beeinflussen. Des Weiteren ist
es möglich, lokale geometrische Modifikationen auf eine vorhandene Verzahnung auf-
zuprägen und wieder in BECAL einzulesen. Die Zusammenhänge zwischen Geometrie
und Beanspruchung beim Abwälzvorgang sind allerdings von starken Nichtlinearitäten
geprägt. Daher ist es nicht trivial möglich, einen direkten Zusammenhang zwischen Be-
anspruchungen und notwendiger Modifikation zu finden. Es bietet sich also an, einen
iterativen Prozess für einen Optimierungsalgorithmus zu verwenden. Im Rahmen einer
solchen Iteration ist es möglich, die Modifikationen der Flanken-Mikrogeometrie schritt-
weise vorzunehmen, bis eine hinreichende Konvergenz der Zielgröße erreicht ist.
In Abbildung 4.1 ist der prinzipielle Ablauf eines solchen iterativen Optimierungsalgo-
rithmus dargestellt. Den Ausgangspunkt bildet dabei eine bereits vorhandene Verzah-
nungsauslegung. Hierbei ist es möglich, von einer konjugierten oder auch einer be-
reits beliebig modifizierten Kegelradverzahnung auszugehen. In einem ersten Schritt
50 4.1. MOTIVATION UND GRUNDLAGEN
muss für diese Ausgangsverzahnung eine Zahnkontaktsimulation mit BECAL durchge-
führt werden. Danach sind umfangreiche lokale Kenngrößen des Tragbildes wie zum
Beispiel die Flankenkrümmungen, Lastverteilung und Pressungsverteilung bekannt.
Ausgehend von diesen lokalen Kenngrößen können lokale Modifikationen berechnet
werden, welche in Form einer neuen Flankentopologie wieder an BECAL übergeben
werden können. Eine erneute Zahnkontaktsimulation schließt die Iterationsschleife.
Hiernach kann dann ein Vergleich zwischen der angestrebten und der tatsächlichen
Tragbildcharakteristik erfolgen, welcher bei hinreichender Übereinstimmung zu einem
Ende der Iteration führt.


















Abbildung 4.1: Ablaufplan eines Mikrogeometrie-Optimierungsprozesses
Grundsätzlich können auf diesem Wege alle Verzahnungskenngrößen optimiert wer-
den, welche maßgeblich von den Mikro-Modifikationen beeinflusst werden. Zur Stei-
gerung der Tragfähigkeit sind hier vor allem die Last- und die daraus resultierende
Pressungsverteilung zu nennen. Darauf aufbauend können aber auch lokale Flanken-
sicherheiten maximiert werden. Neben der Tragfähigkeit ist es auch möglich, die Ge-
räuschanregung von Kegelradverzahnungen auf diesem Wege gezielt positiv zu beein-
flussen. Hier werden zum Beispiel die Amplitude der Wälzabweichung und auch der
Steifigkeitsverlauf über dem Eingriff maßgeblich durch die Mikrogeometrie bestimmt.
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Vorteil einer solchen automatischen Optimierung des Tragbildes gegenüber einer von
einem Konstrukteur gesteuerten Modifikation der Flankentopologie sind vor allem die
deutliche Zeitersparnis, die Reproduzierbarkeit und das größere Optimierungspoten-
zial. Des Weiteren kann durch den lokalen Ansatz eine nahezu beliebige Topologie
erzeugt werden, welche zu der gewünschten Beanspruchungsverteilung führt.
4.2 Gezieltes Einstellen von Pressungsverteilungen
Im Kapitel 3.3.2 wurde eine Soll-Pressungsverteilung eingeführt, welche als Grundla-
ge für die Berechnung eines übertragbaren Drehmomentes diente. Dieses theoretisch
übertragbare Drehmoment wurde dabei zum Vergleich verschiedener Auslegungsva-
rianten eines Kegelrades herangezogen. Mithilfe einer automatischen Tragbildoptimie-
rung soll hier diejenige Flankentopologie gefunden werden, welche eben diese vor-
gegebene Pressungsverteilung hervorruft. Dazu kann die nach Gleichung 3.27 be-
rechnete Soll-Lastverteilung genutzt werden, welche in Abbildung 3.20 dargestellt ist.
Diese Soll-Last kann zur Ermittlung von Mikromodifikationen mit der vorherrschenden
Ist-Lastverteilung verglichen werden. Um daraus die erforderlichen Modifikationen zu
ermitteln, kann die in Kapitel 3.3.1 beschriebene Einflusszahlenmethode verwendet
werden. Diese wird von BECAL zur Bestimmung der Lastverteilung genutzt und ist
hier lediglich umzukehren.
4.2.1 Modifizierung der Soll-Pressungsverteilung
Wie bereits beschrieben, kann aus einer vorgegebenen Soll-Pressungsverteilung an-
hand der lokalen Krümmungen der kontaktierenden Zahnflanken eine Soll-Lastvertei-
lung berechnet werden. Das aus dieser Soll-Lastverteilung berechenbare momenta-
ne Drehmoment schwankt jedoch sehr stark über dem Eingriffsverlauf (vgl. Abbildung
3.21). Daher führt im Umkehrschluss ein konstantes Drehmoment nicht exakt zu der
vorgegebenen Pressungsverteilung. Um eine realisierbare Pressungsverteilung zu be-
rechnen, muss somit das Drehmoment auf ein konstantes, vom Ritzeldrehwinkel un-
abhängiges Niveau gebracht werden. Als Zielgröße ist hier das minimale Drehmoment
über dem Eingriff zu wählen, um im Ergebnis stets unter der Soll-Pressungsvorgabe zu
liegen. Aufgrund der Linearität der Gleichgewichtsbedingung genügt es, die Einzellas-
ten auf das minimale theoretisch übertragbare Drehmoment zu normieren. Der Vektor
der genormten Einzellasten für eine Eingriffsstellung ergibt sich dann nach Gleichung
4.1. Das Skalarprodukt in den eckigen Klammern entspricht dabei dem zu der Last-
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verteilung einer Eingriffsstellung gehörenden Gesamtmoment, während Mtheomin das





















 · 1Mtheomin (4.1)
Durch die Anpassung der Soll-Lastverteilung verändert sich auch die Soll-Pressungs-
verteilung. Diese kann aus der normierten Soll-Last und den lokalen resultierenden
Krümmungen erneut berechnet werden und ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Sie un-
terscheidet sich nur wenig von der in Abbildung 3.19 dargestellten idealisierten Pres-
sungsverteilung, führt allerdings zu einem konstanten Drehmoment über dem Eingriff.
Abbildung 4.2: Soll-Pressung auf der Zahnflanke unter konstantem Drehmoment
4.2.2 Zahnkontaktsimulation unter Last anhand von
verallgemeinerten Einflusszahlen
Zur Realisierung der angepassten Soll-Lastverteilung sollen nun geeignete Modifika-
tionen berechnet werden. Dazu kann, wie schon erwähnt, die in BECAL implementierte
Einflusszahlenmethode genutzt werden. Hierfür werden verallgemeinerte Einflusszah-
len ei j bestimmt, welche die Verformung eines Traglinienpunktes Pi unter einer Last auf
den Punkt Pj beschreiben. Diese Verformung setzt sich aus linearen und nichtlinearen
Verformungsanteilen zusammen. Die durch Biegung, Schub, Druck und eine endliche
Radkörpersteifigkeit bedingten Verformungen verhalten sich linear, während sich die
Verformung durch den HERTZschen Kontakt nichtlinear verhält.
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Des Weiteren sind aus der lastfreien Zahnkontaktsimulation die Klaffmaße fki zwischen
Ritzel und Tellerrad entlang der Berührlinien der jeweiligen Wälzstellungen bekannt. Ist
ein Traglinienpunkt im Kontakt, so entspricht dessen Verformung dem Klaffmaß im last-
freien Zustand. Die Einflusszahlen stellen somit den Zusammenhang zwischen dem
lastfreien Klaffmaß eines Traglinienpunktes und der Lastverteilung auf den Traglinien-
punkten her. Dieser Zusammenhang kann mithilfe eines linearen Gleichungssystems
abgebildet werden. Dabei besteht die Koeffizientenmatrix aus den Einflusszahlen, die
rechte Seite wird durch den Vektor der Klaffmaße beschrieben und der Lösungsvektor
entspricht der zugehörigen Lastverteilung.
Zusätzlich muss noch die statische Gleichgewichtsbedingung zwischen den diskreten
Einzellasten Fi und dem Drehmoment Mt1 erfüllt werden. Dazu muss die Summe der
Teilmomente Mt1i = Fi · rw1i gleich dem Gesamtmoment Mt1 sein. Die Radien rw1i sind
dabei die momentenwirksamen Radien der Traglinienpunkte um die Ritzelachse. Die-
se Gleichgewichtbedingung kann als letzte Zeile an das Gleichungssystem angehängt
werden. Dieses gilt für alle im Kontakt befindlichen Traglinienpunkte und ist in Matrix-
schreibweise in Gleichung 4.2 dargestellt [Kli08].
e11 · · · e1n
... . . .
...
en1 · · · enn













Der Lösungsvektor dieses linearen Gleichungssystems 4.2 kann negative Kontaktkräf-
te enthalten, welche aus selbigem entfernt werden müssen. Mithilfe einer Iteration
muss dies so lange vorgenommen werden, bis der Lösungsvektor positiv ist. Dadurch
wird das Kontaktgebiet entsprechend verkleinert. Als Ergebnis stehen somit für jede
Eingriffsstellung die Lastverteilung und die zugehörige Berührlinienlänge zur Verfü-
gung.
4.2.3 Berechnung lokaler Modifikationen
Nach der Zahnkontaktsimulation für die Ausgangsverzahnung sind die Krümmungen,
die Ist-Lastverteilung und die Matrix der Einflusszahlen der Verzahnung bekannt. Des
Weiteren steht für die Berechnung der lokalen Modifikationen auch die Soll-Lastvertei-
lung zur Verfügung, welche wie beschrieben aus den lokalen Krümmungen berechnet
wurde. Die beiden Lastverteilungen einer Eingriffsstellung sind in 4.3 dargestellt. Ziel
der Modifikation der Flankentopologie ist es, die Soll- und die Ist-Lastverteilung einan-
der anzugleichen, um die gewünschte Pressungsverteilung zu erhalten.
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Während bei der Berechnung der Lastverteilung die Klaffmaße durch die bekannte
Flankentopologie definiert sind, ist bei der Berechnung der Modifikationen die Lastver-
teilung bereits im Vorfeld bekannt. Der Berechnungsgang kehrt sich somit um. Durch
den bekannten Lastvektor vereinfacht sich das Gleichungssystem 4.2 zu einer Matri-
zenmultiplikation. Aus einer Soll-Lastverteilung können somit Soll-Klaffmaße berech-
net werden.
Abbildung 4.3: Vergleich von Soll- (grün) und Ist-Lastverteilung (rot)
Da die Flankenmodifikationen die Änderung der vorhandenen Geometrie beschreiben,
muss statt des Lastvektors der Differenzvektor aus Soll- und Ist-Lastverteilung ver-
wendet werden, um die erforderlichen Klaffmaßänderungen ∆fki zu berechnen. Diese
erforderlichen lokalen Klaffmaßänderungen stellen dabei die gesuchten lokalen Modi-
fikationen dar. Der Zusammenhang ist in Gleichung 4.3 dargestellt.
e11 · · · e1n
... . . .
...
en1 · · · enn
 ·

Fsoll norm1 − Fist1
...







Die Berechnung der lokalen Modifikationen muss nun für jede Eingriffsstellung erfol-
gen. Danach können die von BECAL berechneten Traglinienpunkte um diesen Betrag
in Flankennormalenrichtung verschoben werden. Daraus entsteht eine neue punktwei-
se Beschreibung der Flankentopologie. Diese kann dann von BECAL eingelesen und
zur Erstellung einer Ausgleichsfläche über die Flanke genutzt werden.
Die Modifikationen können grundsätzlich beliebig auf Ritzel und Tellerrad aufgeteilt
werden, da hier nur der lokale Abstand zwischen Ritzel und Tellerrad maßgebend ist.
Um die Wahl des Fertigungsverfahrens für das Tellerrad offen zu lassen, ist es sinnvoll,
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diese lokalen Modifikationen nur dem Ritzel aufzuprägen. Somit wird es möglich, ein
konventionell gefertigtes Tellerrad mit einem optimierten Ritzel zu paaren. Auch die
Verwendung von im Formverfahren hergestellten Tellerrädern ist somit möglich.
In Abbildung 4.4 ist die errechnete Flankenformänderung vor dem ersten Iterations-
schritt abgebildet. Die roten Bereiche werden aus der Flanke herausgehoben, wäh-
rend die blauen Bereiche zurückgenommen werden. Die Modifikationen bewegen sich
in einem für diesen Modul von mmn = 4,46 mm üblichen Bereich von 60-70µm.
Abbildung 4.4: Flankenformänderung vor dem ersten Iterationsschritt
Trotz der Nichtlinearität des HERTZschen Kontaktes und der zusätzlichen ebenso nicht-
linearen Effekte bei die Glättung der Mikrotopologie durch die Bildung der Ausgleichs-
flächen konvergiert das vorgestellte Verfahren schon nach fünf bis zehn Iterations-
schritten. Des Weiteren ändern sich während dieses Prozesses, aufgrund der neu-
en Mikrotopologie, auch die lokalen Krümmungen. Diese haben einen Einfluss auf die
Soll-Lastverteilung und damit auf das theoretisch übertragbare Moment. Zu Beginn der
Iteration schwankt dieses Moment, welches aber durch die kleiner werdenden Flan-
kenformänderungen schnell konvergiert. Dank des schnellen Berechnungsverfahrens
von BECAL sind mit aktueller Rechentechnik nur circa zwei Minuten für eine solche
Optimierung notwendig.
In Abbildung 4.5 ist die mit BECAL berechnete Pressungsverteilung der optimierten
Verzahnung über der Ritzelflanke dargestellt. Hierbei handelt es sich um die in Ta-
belle 3.2 beschriebene Beispielverzahnung. Die vorgegebene optimale Pressungsver-
teilung kann nahezu exakt reproduziert werden. Das aufgeprägte Drehmoment ergibt
sich dabei aus der Berechnung des theoretisch übertragbaren Drehmomentes analog
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zu Kapitel 3.3.2 zu Mt1 = 585,4 Nm und entspricht damit dem im Vorfeld ermittelten
Moment zur Bewertung der Makrogeometrie. Das Maximum der Pressung liegt mit
σH = 1502 MPa nur 2 MPa über der Zielvorgabe.
Die der Pressungsverteilung zugrunde liegende Lastverteilung ist in Abbildung 4.6 dar-
gestellt. Hier ist eine deutliche Lastkonzentration im Kopfbereich der Ferse zu erken-
nen. Das liegt an den größeren resultierenden Krümmungsradien in diesem Teil der
Flanke.
Abbildung 4.5: Optimierte Pressungsverteilung bei Mt1 = 585,4 Nm
Abbildung 4.6: Optimierte Lastverteilung bei Mt1 = 585,4 Nm
Während des Optimierungsprozesses wird ein eventuell auftretender Voreingriff nicht
beachtet. Das heißt, sollten Bereiche des Ritzel- oder Tellerradkopfes aufgrund von
elastischer Zahnverformung vorzeitig in Eingriff kommen, so werden die dort auftre-
tenden Pressungsüberhöhungen bei der Berechnung der Soll-Lastverteilung zunächst
nicht beachtet. Dieses Vorgehen hat im Wesentlichen zwei Gründe. Zum einen kom-
men dabei Gebiete im Fußbereich von Ritzel und Tellerrad doppelt in Eingriff, wodurch
keine eindeutige Zuordnung der Klaffmaßänderungen möglich ist. Zum anderen soll
der Voreingriff nicht gezielt zur Leistungsübertragung genutzt werden, da hier durch
den Kopfkantenkontakt keine günstigen und gut beschreibbaren Kontaktverhältnisse
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vorliegen. Deswegen ist darauf zu achten, dass das Soll-Lasttragbild einen Zahnkon-
takt ohne Voreingriff ermöglicht. Ein kleiner Abstand zu den Kopfkanten ist somit stets
zu gewährleisten. Im Anschluss an die Optimierung ist zu prüfen, ob dieses Ziel er-
reicht wurde, indem eine Lastverteilungsrechnung mit BECAL unter Beachtung des
Voreingriffs vorgenommen wird. Bei allen in dieser Arbeit vorgestellten Berechnungs-
ergebnissen wurde dem Rechnung getragen.
Das Ease-Off dieser Verzahnung ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Im Vergleich zu her-
kömmlich modifizierten Verzahnungen ist es sehr komplex aufgebaut und weist eine
stark unsymmetrische Form auf. Das Minimum des Ease-Off liegt zur Ferse verscho-
ben. Dadurch wird die in Abbildung 4.6 dargestellte Lastüberhöhung in diesem Bereich
ermöglicht.
Abbildung 4.7: Optimiertes Ease-Off
Nachteil dieser einfachen Optimierung ist die verhältnismäßig große Amplitude der
Wälzabweichung ∆ϕges unter Last. Diese war bei der Ausgangsverzahnung mit 2µm
nur ein Viertel so groß wie bei der optimierten Verzahnung, deren Wälzabweichungs-
verlauf über dem Ritzeldrehwinkel in Abbildung 4.8 dargestellt ist. Diese wird hier stets
als Bogenlänge des zugehörigen Drehwinkelfehlers im Auslegungspunkt angegeben.
Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass vordefinierte Pressungsverteilun-
gen mithilfe der detaillierten Beschreibung der Zahnkontaktverhältnisse durch BECAL
schnell und exakt der Verzahnung aufgeprägt werden können. Nachteilig sind Seiten-
effekte, welche das Laufverhalten der Verzahnung negativ beeinflussen, wie die Erhö-
hung der Amplitude der Wälzabweichung unter Last. Da diese Größe ausschließlich
von der Mikrotopologie der Verzahnung bestimmt wird, kann der Optimierungsalgo-
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rithmus allerdings dahingehend erweitert werden, dass die Zielfunktion eine konstante
Wälzabweichung unter Last ist.
Abbildung 4.8: Wälzabweichung unter Last Mt1 = 585,4 Nm
4.3 Minimierung der Amplitude der Wälzabweichung
unter Last
Die Amplitude der Wälzabweichung unter Last ∆ϕges ist ein wichtiger Indikator für das
Laufverhalten von Kegelradverzahnungen. Je geringer diese Amplitude, desto geringer
ist die mechanische und akustische Anregung durch den Zahneingriff. Die Wälzabwei-
chung wird in BECAL für jede Eingriffsstellung aus der Differenz zwischen theoreti-
scher und tatsächlicher Drehwinkeldifferenz der Räder zueinander bestimmt. Während
die theoretische Drehwinkeldifferenz nur durch das Zähnezahlverhältnis bestimmt wird,
hängt die tatsächliche zum einen von der Mikrogeometrie und zum anderen von der
Zahnverformung unter Last ab. Die Schwankung der Zahnsteifigkeit erhöht die Ampli-
tude der Wälzabweichung unter Last. Ballige Modifikationen, welche eine Abweichung
von der konjugierten Verzahnung darstellen, erhöhen die Amplitude der Wälzabwei-
chung sowohl mit als auch ohne äußere Belastung.
Da die Amplitude der Wälzabweichung direkt von den Flankenmodifikationen abhän-
gig ist, kann diese durch gezielte lokale Modifikationen minimiert werden. Basis zur
Berechnung der erforderlichen Modifikationen ist dabei der Verlauf der Wälzabwei-
chung unter Last. Ziel ist es, diese während des Zahneingriffes konstant zu halten,
wodurch die Amplitude selbiger null wird. Aus dem Verlauf der vorhandenen Wälzab-
weichung über dem Ritzeldrehwinkel kann eine mittlere Wälzabweichung unter Last
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ϕm bestimmt werden, welche das Optimierungsziel darstellt. Für jede Eingriffsstellung
kann des Weiteren eine Abweichung ∆ϕ von dieser Zielvorgabe berechnet werden.
Zur Verdeutlichung ist in Abbildung 4.9 dieser Verlauf dargestellt. Dabei sind die Ein-




Abbildung 4.9: Qualitativer Verlauf der Wälzabweichung unter Last über dem
Ritzeldrehwinkel
Um den Verlauf der Wälzabweichung wie gewünscht zu glätten, muss diese in Ein-
griffsstellung i erhöht und in Eingriffsstellung j verringert werden. Das kann erreicht
werden, indem die zu der jeweiligen Eingriffsstellung gehörende gesamte Berührlinie
um den Winkel ∆ϕ um die Ritzeldrehachse verdreht wird. Diese Verdrehung kann in
eine Verschiebung normal zur Flanke umgerechnet werden und ist in Abbildung 4.10
dargestellt. Des Weiteren sind in dieser Abbildung die dazugehörigen Berührlinien auf
einen Zahn projiziert. Es wird deutlich, dass die gesamte Berührlinie der Eingriffsstel-
lung i zur Erhöhung der Wälzabweichung aus der Flanke herausgehoben wird, wäh-
rend die Berührlinie der Eingriffsstellung j zurückgenommen wird.
Abbildung 4.10: Flankenformänderung zur Minimierung der Amplitude der Wälzabwei-
chung
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In Abbildung 4.11 ist der resultierende Verlauf der Wälzabweichung für einen Lastfall
dargestellt. Für dieses Ergebnis waren nur wenige Iterationsschritte notwendig. Dabei
ist die für die Minimierung der Amplitude der Wälzabweichung erforderliche Flanken-
formänderung eine Größenordnung kleiner als die erforderliche Modifikation für eine
Optimierung der Pressungsverteilung. Eine Amplitude von ∆ϕges ≤ 1µm ist bei einem
Lasttragbild mit hinreichend Abstand zur Berandung der Flanke stets gut realisierbar.
Abbildung 4.11: Minimierte Amplitude der Wälzabweichung unter Last Mt1 = 584,9 Nm
Für die Erzeugung eines vorgegebenen Lasttragbildes bei gleichzeitiger Glättung des
Verlaufs der Wälzabweichung können beide dafür berechneten Modifikationen gleich-
zeitig auf die Flanke aufgebracht werden. Dabei modifiziert die Minimierung der Am-
plitude der Wälzabweichung nur die Lage der Berührlinien zueinander, während bei
der Optimierung der Pressungsverteilung immer nur eine Eingriffsstellung betrachtet
wird. Die Modifikationen der Berührlinien bleiben dabei unabhängig voneinander. Die-
se beiden Eigenschaften bedingen zwei Vorteile. Zum einen wird durch das in Betracht
Ziehen der Wälzabweichung erstmals ein Zusammenhang zwischen den Modifikatio-
nen der einzelnen Berührlinien hergestellt. Dadurch steigt die Stabilität des iterativen
Optimierungsprozesses und die Geschwindigkeit der Konvergenz. Zum anderen tritt
dadurch keine gegenseitige Beeinflussung der beiden Optimierungsziele auf. Es kann
somit eine Mikrogeometrie gefunden werden, welche sowohl zur gewünschten Pres-
sungsverteilung als auch zu einer minimalen Amplitude der Wälzabweichung führt.
Dadurch entsteht eine Verzahnung, welche hinsichtlich Tragfähigkeit und Geräusch ei-
nem Optimum sehr nahe kommt.
Die erzielte Pressungsverteilung ist in Abbildung 4.12 dargestellt. Die Abweichungen
von der Soll-Pressungsverteilung bewegen sich dabei im einstelligen Promille-Bereich.
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Abbildung 4.12: Resultierende Pressungsverteilung bei Mt1 = 584,9 Nm und minimier-
ter Amplitude der Wälzabweichung
Das übertragbare Drehmoment bei einer Flankenpressung von σH = 1498 MPa ist mit
Mt1 = 584,9 Nm nahezu identisch mit dem Drehmoment aus der Optimierung ohne
Berücksichtigung der Wälzabweichung. Damit ist der Nachweis erbracht, dass hierbei
kein grundsätzlicher Zielkonflikt zwischen der Minimierung der Amplitude der Wälzab-
weichung und der Anpassung der Pressungsverteilung besteht.
Um ein möglichst gutes Ergebnis zu erzielen, hat sich ein Polynomgrad von fünf oder
sechs für die Ausgleichsfläche in BECAL bewährt. Damit wird ein Aufschwingen der
Ausgleichsfläche verhindert und dennoch die erforderliche Genauigkeit zur Abbildung
der Mikrogeometrie sichergestellt.
Das in Abbildung 4.13 dargestellte Ease-Off der optimierten Verzahnung weist einen
gleichmäßigen Verlauf auf. Im Gegensatz zu der Verzahnung, welche ohne Berück-
sichtigung der Wälzabweichung optimiert wurde, gibt es hier keine Rückschwünge im
Krümmungsverlauf. Die Ursache hierin liegt in dem beschriebenen Zusammenhang
der Eingriffsstellungen zueinander.
Es fällt jedoch auf, dass in den lastfreien Bereichen der Flanke das Ease-Off in Hö-
henrichtung leicht schwingt. Das liegt vor allem daran, dass diese Bereiche schon kurz
nach Beginn des Optimierungsprozesses keinen Kontakt mehr mit der Gegenflanke
aufweisen. Danach erfahren diese Bereiche nahezu keine weiteren lastbedingten Mo-
difikationen, da die Lastdifferenz null wird. Nur noch die Fernwirkung der Kontaktkräfte
auf der entsprechenden Berührlinie bedingen kleine Modifikationen in diesem Bereich
(Gleichung 4.3). Da in den lastfreien Bereichen lediglich sichergestellt werden muss,
dass die Flanken nicht in Kontakt treten, ist hier keine genaue Definition der Modifi-
kationen notwendig. Vielmehr ist hier lediglich ein Mindestklaffmaß zu gewährleisten.
Sollten diese Flankenbereiche aufgrund von Relativlageänderungen dennoch in Kon-
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takt treten, so liegen hier keine optimierten Bedingungen vor. Daher soll im Folgenden
die Tragbildoptimierung im verlagerten Zustand näher betrachtet werden.
Abbildung 4.13: Resultierendes Ease-Off bei Anpassung der Pressungsverteilung und
Minimierung der Amplitude der Wälzabweichung
4.4 Tragbildoptimierung im verlagerten Zustand
Bei Kegelradverzahnungen treten in der Praxis stets Abweichungen von der theore-
tischen Einbaulage auf. Diese Abweichungen haben zwei Ursachen: Zum einen gibt
es fertigungs- und montagebedingte Einbaumaßabweichungen, welche unabhängig
von der Last sind. Zum anderen gibt es lastabhängige Relativlageabweichungen, wel-
che durch die endliche Steifigkeit des umgebenden Welle-Lager-Systems, dem soge-
nannten Umfeld, hervorgerufen werden. Das Zusammenwirken dieser beiden Abwei-
chungsarten ergibt die für einen Lastfall spezifische Relativlage von Ritzel und Teller-
rad zueinander. Je nach Anwendungsfall ist diese mehr oder weniger genau bekannt.
Bei einer gezielten Optimierung der Pressungsverteilung ist eine genaue Analyse der
lastbedingten Verlagerungen unabdingbar. Für eine bestimmte äußere Belastung kann
diese mit etablierten Methoden auf Grundlage der Wellenbiegung und der nichtlinearen
Lagereinsenkung erfolgen, wie sie im FVA-Programm RIKOR [SOS13] oder anderen
kommerziellen Programmen zur Verfügung stehen. Alternativ kann für Einzelfälle auch
die Finite-Elemente-Methode zur Ermittlung von lastbedingten Relativlageänderungen
eingesetzt werden.
Ist die Relativlage der Räder zueinander für die betrachtete Belastung mit einer gewis-
sen Genauigkeit bekannt, so wird diese in eine Zahnkontaktsimulation unter Last von
BECAL berücksichtigt. Dadurch kann der Optimierungsalgorithmus die Mikromodifika-
tionen entsprechend der durch die Verlagerung veränderten Lastverteilung anpassen.
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Bei einer Vorgabe der Pressungsverteilung auf der Ritzelflanke verschiebt sich dann
das Lasttragbild des Tellerrades entsprechend der Relativlageabweichung.
Da ein Teil der Relativlageabweichungen lastabhängig ist und das Ritzelmoment wäh-
rend des Optimierungsprozesses aufgrund der sich ändernden lokalen Krümmungen
stets neu angepasst wird, muss für jeden neuen Lastfall eine entsprechende lastbe-
dingte Verlagerung berechnet werden. Um dennoch eine schnelle Optimierung zu er-
möglichen, wird vereinfachend davon ausgegangen, dass sich die Verlagerungen um
den Optimierungspunkt herum linear verhalten. Im Vorfeld einer Optimierung müssen
daher die Verlagerungen für eine Last bestimmt werden, welche nahe des zu erwar-
tenden Optimierungsergebnisses ist. Sind die Verlagerungen für mehrere Lastfälle be-
kannt, so können auch mehrere Stützstellen vorgegeben werden, zwischen denen
dann jeweils linear interpoliert werden kann. Eine derartige Funktionalität ist bereits
in BECAL implementiert. Es genügt also, BECAL diese Stützpunkte vorzugeben, da-
mit innerhalb dieses Programms die lastabhängige Relativlageänderung entsprechend
des vorgegebenen Drehmomentes interpoliert wird.
Um beispielhaft eine Optimierung für ein spezielles Umfeld zu demonstrieren, wurden
im Folgenden sowohl belastungsabhängige als auch belastungsunabhängige Relativ-
lageänderungen in einer für diesen Modul üblichen Größenordnung angenommen. Die
verwendeten Relativlageabweichungen sind in Tabelle 4.1 dargestellt.
Tabelle 4.1: Relativlageabweichung unter Beachtung eines weichen Umfeldes
Axiale Verschiebung Axiale Verschiebung Achsversetzungs- Achswinkel-
Ritzel fs1 Rad fs2 abweichung fa abweichung fΣ
Einbaumaßabweichung im unbelasteten Zustand
0,05 mm -0,1 mm -0,05 mm 0,0◦
Belastungsabhängige Relativlageabweichungen bei Mt1 = 600 Nm
0,5 mm 0,2 mm -0,6 mm 0,1◦
Zu Beginn des Iterationsprozesses ändert sich vor allem aufgrund der Relativlageab-
weichung die Flankentopologie noch recht stark. Dadurch kommt es, wie beschrieben,
auch zum entsprechend starken Schwanken des übertragbaren Momentes und der
dazugehörigen Relativlage, welche wiederum eine größere Flankenmodifikation nach
sich zieht. Des Weiteren sind die zur Minimierung der Amplitude der Wälzabweichung
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erforderlichen Modifikationen stark von der Relativlage abhängig. Dies führt zusätzlich
zu einer Vergrößerung der Anzahl notwendiger Iterationsschritte. Dadurch konvergiert
ein derartiger Optimierungsprozess wesentlich langsamer als der bereits vorgestellte,
bei dem von einem ideal steifen Umfeld ausgegangen wurde.
In Abbildung 4.14 ist das übertragbare Moment und die maximale Pressung für die
jeweiligen Iterationsschritte bei einem Optimierungsprozess mit weichem und steifem
Umfeld dargestellt. Im Falle eines ideal steifen Umfeldes ist nach dem fünften Iterati-
onsschritt schon eine gute Konvergenz erreicht, wohingegen der Konvergenzpunkt des
weichen Umfeldes nach dem neunten Iterationsschritt zu suchen ist. Es fällt auf, dass
sich das Pressungsmaximum nur sehr langsam dem Zielwert von σHsoll = 1500 MPa an-
nähert. Ein vorzeitiger Abbruch der Iteration ist dennoch nicht empfehlenswert, wenn-
gleich die maximale Pressung durch die Anpassung des Drehmomentes nach unten
korrigiert werden könnte. Durch diese Änderung des Drehmomentes stellt sich eine
andere Relativlage ein. Dadurch können Flankenbereiche in Kontakt treten, welche























































σH.max − steifes UmfeldMt1 − weiches Umfeld
σH.max − weiches Umfeld
Abbildung 4.14: Übertragbares Moment und zugehörige maximale Pressung während
des Iterationsprozesses
Für das in der Tabelle 4.1 definierte weiche Umfeld stellen sich nach 30 Iterations-
schritten mit σHmax = 1523 MPa und ∆ϕ = 1 µm gute Werte für die maximale Pressung
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und die Amplitude der Wälzabweichung ein. Das dafür verwendete übertragbare Dreh-
moment beträgt Mt1 = 586,2 Nm, woraus sich die in Tabelle 4.2 dargestellte Relativlage
ergibt.
Tabelle 4.2: Belastungsabhängige Relativlageabweichungen bei Mt1 = 586,2 Nm
Axiale Verschiebung Axiale Verschiebung Achsversetzungs- Achswinkel-
Ritzel fs1 Rad fs2 abweichung fa abweichung fΣ
0,539 mm 0,095 mm -0,636 mm 0,0977◦
Das Ergebnis der Tragbildoptimierung unter Beachtung eines nachgiebigen Umfeldes
ist sowohl qualitativ als auch quantitativ mit den Ergebnissen ohne Berücksichtigung
von Relativlageabweichungen zu vergleichen. Da das Lasttragbild mit einer effektiven
Breite und Höhe von beff/b bzw. heff/h = 85 % noch hinreichend viel Abstand zu den
Rändern von Ritzel und Tellerrad aufweist, kommt es zu keiner verlagerungsbedingten
Verkleinerung des Kontaktgebietes. Vielmehr wird die Mikrogeometrie genau auf den
sich einstellenden Verlagerungszustand angepasst. Das sich dafür ergebende Ease-
Off ist in Abbildung 4.15 dargestellt.
Abbildung 4.15: Resultierendes Ease-Off unter Beachtung eines weichen Verzah-
nungsumfeldes
Die Pressungsverteilungen auf der Ritzel- und Tellerradflanke sind in Abbildung 4.16
dargestellt. Selbst am Kopf des Tellerrades ist noch ein recht großer Abstand zwischen
dem Kontaktgebiet und der Kopfkante. Auch zu den Stirnseiten der Räder weist das
Tragbild jeweils einen großen Abstand auf.
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Abbildung 4.16: Resultierende Pressungsverteilungen bei Mt1 = 586,2 Nm und Rela-
tivlageabweichungen aus Tabelle 4.2
Diese Randabstände sind vor allem dann erforderlich, wenn die Relativlage im Betrieb
nicht so genau bekannt ist, wie sie für die Optimierung angenommen wurde. Der Zu-
sammenhang zwischen gewählter effektiver Tragbildbreite und zulässiger Abweichung
von der angenommenen Relativlage lässt sich hier allerdings erst im Nachgang ei-
ner solchen Optimierung herstellen. Eine hinreichend große Sicherheit kann nur durch
anschließende Tragfähigkeitsberechnungen unter eben diesen abweichenden Relativ-
lagen nachgewiesen werden.
4.5 Tragbildoptimierung mit variabler Einbaulage
Je genauer die Relativlage von Ritzel und Tellerrad zueinander bekannt ist, desto grö-
ßer kann die effektive Tragbildbreite in diesem Verlagerungszustand gewählt werden.
Mithilfe des bisher gezeigten Verfahrens kann, wie schon beschrieben, allerdings erst
im Nachhinein festgestellt werden, wie das Lasttragbild auf eine zusätzliche Relativla-
geänderung reagiert. Die gewünschte effektive Tragbildbreite muss hingegen schon zu
Beginn des Optimierungsprozesses festgelegt werden. Daher ist es wünschenswert,
die Soll-Pressungsverteilung aus einer Toleranzangabe der Relativlage heraus zu be-
stimmen. Je nach Genauigkeit der Umfeld-Berechnung kann diese Toleranzangabe
dann größer oder kleiner gewählt werden. Auch äußere Kräfte, welche für zusätzliche
Verlagerungen sorgen, können so Berücksichtigung finden.
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Um dieses Grundanliegen zu realisieren, ist es sinnvoll, die Optimierung nicht nur in
einem Betriebspunkt, sondern in weiteren für den Betrieb relevanten Verlagerungszu-
ständen durchzuführen. In einem ersten Schritt soll dafür die Pressungsverteilung in
einem Basis-Verlagerungszustand optimiert werden. Danach sollen die Verlagerung
schrittweise variiert und die Mikrogeometrie gleichzeitig weiter modifiziert werden.
Um die Anzahl der zu optimierenden Verlagerungspositionen möglichst klein zu hal-
ten, kann der Flugkreisradius derart gewählt werden, dass sich der rechtwinklige Fall
einstellt. Dieser liegt vor, wenn die Zahnlängskrümmung in der Zahnmitte eine Evol-
vente beschreibt. Dadurch fallen die Verlagerungspfade von Achsversetzungsabwei-
chung und axialer Ritzelverlagerung zusammen. Des Weiteren kommt es unter typi-
schen lastbedingten Verlagerungen kaum zu Tragbildverschiebungen in Höhenrichtung
[Kli08]. Unter der Annahme, dass der Einfluss der axialen Tellerradverschiebung und
der Achswinkelabweichung auf das Tragbild klein gegenüber den anderen Abweichun-
gen ist, genügt es in diesem Falle, die Achsversetzungsabweichung oder die axia-
le Ritzelverlagerung zu variieren, um eine gewünschte Verlagerungsunempfindlichkeit
einzustellen. Bei dem hier gezeigten Beispiel wurde die Achsversetzungsabweichung
um je 0,15 mm erhöht bzw. verringert. Dadurch verschiebt sich das Tragbild jeweils zur
Ferse bzw. zur Zehe.
In dem definierten mittleren Basis-Verlagerungszustand sollen zunächst eine effekti-
ve Tragbildbreite und -höhe von beff/b bzw. heff/h = 100 % realisiert werden, um ein
möglichst großes Drehmoment übertragen zu können. Eine solche Soll-Pressungs-
verteilung wird wie beschrieben unter gleichzeitiger Minimierung der Amplitude der
Wälzabweichung für diesen Verlagerungszustand erzeugt. Die Relativlage muss da-
bei zunächst konstant bleiben. Im weiteren Verlauf wird diese variiert, wodurch sich
das übertragbare Drehmoment noch maßgeblich verringern wird. Eine belastungsab-
hängige Relativlage wäre somit in diesem Stadium der Optimierung noch zu großen
Änderungen unterworfen und würde eine Konvergenz des Verfahrens nur schwer er-
möglichen.
Um in diesem ersten Teilschritt ein gutes Konvergenzverhalten zu gewährleisten, muss
die Soll-Pressungsverteilung zum Rand hin auf null abfallen. Dazu kann wieder ein Po-
lynom verwendet werden, welches hier jedoch einen größeren Grad als bisher aufwei-
sen kann, um die Flankenfläche möglichst gut auszunutzen. Die Soll-Pressung ergibt
sich dann analog zu Gleichung 3.26 mit einem Polynomgrad von 8 aus Gleichung 4.4.









68 4.5. TRAGBILDOPTIMIERUNG MIT VARIABLER EINBAULAGE
Das Zwischenergebnis des ersten Optimierungsschrittes im Basis-Betriebszustand ist
in Abbildung 4.17 dargestellt. Das hierbei übertragbare Drehmoment ist mit Mt1 =
850 Nm zunächst noch sehr hoch. Als Verlagerungszustand wurde die Relativlage-
abweichung aus Tabelle 4.1 für ein Drehmoment von Mt1 = 600 Nm ohne Einbau-
maßabweichung angenommen. Relativlage und übertragbares Moment passen somit
zunächst nicht zusammen.
Abbildung 4.17: Pressungsverteilung im Basis-Betriebszustand nach dem ersten Opti-
mierungsschritt unter Mt1 = 850 Nm
Das Konvergenzverhalten dieses ersten Optimierungsschrittes ist deutlich schlechter
als das bei einem kleineren Lasttragbild. Die maximale Pressung ist auch nicht bis auf
die Soll-Pressung abgesunken und die Verteilung der Pressung über der Flanke weicht
leicht von der Soll-Pressungsverteilung ab. In diesem Schritt ist allerdings zunächst nur
wichtig, dass die Flanke so umfassend wie möglich genutzt wird.
Ausgehend von diesen Modifikationen soll nun schrittweise die Achsversetzungsab-
weichung zunächst verringert werden. Dies führt zu einer Verschiebung des Trag-
bildes zur Ferse. Die Soll-Pressungsverteilung kann dabei nicht wie bisher als kon-
stant angenommen werden, sondern muss vielmehr als eine einhüllende Begrenzung
von Spannungsüberhöhungen eingesetzt werden. Ist die Kontaktspannung kleiner als
die Sollvorgabe, so soll an dieser Stelle die Flanke nicht zusätzlich korrigiert wer-
den. Nur beim Überschreiten der zulässigen Pressung soll der Optimierungsalgorith-
mus korrigierend eingreifen. Dazu wird die Ist-Pressungsverteilung zunächst als mo-
mentane Soll-Pressungsverteilung angenommen. Nur in den Bereichen, wo die vor-
handene Pressung einen lokal vorgegebenen Grenzwert überschreitet, wird die Soll-
Pressungsverteilung angepasst.
Die Vorgabe des lokalen Grenzwertes der Pressung kann wieder in Form eines Po-
lynoms analog zur Gleichung 4.4 erfolgen. Hierbei kann der Polynomgrad erneut an-
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gehoben werden, ohne das Konvergenzverhalten negativ zu beeinflussen. Bei dem
gezeigten Beispiel wurde an dieser Stelle ein Grad von zehn verwendet.
Aus dieser angepassten Soll-Pressungsverteilung kann wiederum eine Soll-Lastver-
teilung berechnet werden, welche einerseits für die Berechnung der Modifikationen
und andererseits zur Berechnung des übertragbaren Drehmomentes erforderlich ist.
Kommt es zu keiner Überschreitung der Soll-Pressung und somit zu keiner Verände-
rung der Soll-Lastverteilung, so bleibt auch das verwendete Drehmoment konstant.
Erst durch das Überschreiten der lokalen Pressungsgrenzwerte wird das übertragba-
re Drehmoment angepasst. Dadurch kommt es mit steigender Abweichung von der
Basis-Relativlage zu einem Absenken des übertragbaren Momentes aufgrund der da-
bei entstehenden Spannungsüberhöhungen am Rand der Flanke.
Nach der Verringerung der Achsversetzungsabweichung folgt eine schrittweise Erhö-
hung selbiger. Dadurch verschiebt sich das Lasttragbild in Richtung Zehe. Da hier die
resultierende Krümmung größer wird, sinkt das übertragbare Drehmoment stärker ab.
Der Verlauf der Achsversetzungsabweichung und des übertragbaren Drehmoments





















































Optimierungsprozess mit variabler Abweichung
Mt1fav
Abbildung 4.18: Achsversetzungsabweichung und zugehöriges übertragbares Mo-
ment während des Iterationsprozesses mit variabler Relativlageabwei-
chung
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Bis zum 10. Iterationsschritt wird die Start-Soll-Pressungsverteilung aus Abbildung
4.17 erzeugt. Danach beginnt die beschriebene Modifikation der Bereiche mit Span-
nungsüberhöhung inklusive die Änderung der Achsversetzungsabweichung. Es fällt
auf, dass es erst ab dem 16. Iterationsschritt bei einer Achsversetzungsabweichung
von fav = -0,66 mm zu einem Absenken des übertragbaren Drehmomentes kommt. Ab
diesem Schritt wird die Flanke modifiziert. Bei der Erhöhung der Achsversetzungsab-
weichung kommt es sofort zu einem starken Abfall des übertragbaren Drehmomentes.
Grund hierfür sind die erwähnten ungünstigeren Krümmungsverhältnisse an der Zehe.
In Abbildung 4.19 sind die Zwischenergebnisse der Pressungsverteilung nach Ite-
rationsschritt 25 und 40, das heißt bei den größten Abweichungen von der Basis-
Relativlage, dargestellt. Die Pressung steigt hier nur um ca. 1,5 % über den Sollwert
an. Zum Rand hin fällt der Wert der Pressung wie angestrebt ab. Das dazugehörige
Drehmoment ist allerdings jeweils verschieden, wie in Abbildung 4.18 deutlich wird.
Die Minimierung der Amplitude der Wälzabweichung bleibt während der Änderung der
Relativlage aus. Dies würde die gesamte Flanke zu stark beeinflussen und eine Kon-
vergenz des Verfahrens erschweren. Daher muss in einem letzten Teilschritt der Ver-
lauf der Wälzabweichung im Basis-Verlagerungszustand erneut geglättet werden. Dies
geschieht im dargestellten Beispiel in den Iterationsschritten 41 bis 43.
Abbildung 4.19: Pressungsverteilung über der Ritzelflanke
oben: nach Schritt 25 bei Mt1 = 831,6 Nm und fav = -0,75 mm
unten: nach Schritt 40 bei Mt1 = 719,9 Nm und fav = -0,45 mm
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Nach dem letzten Iterationsschritt ist das übertragbare Drehmoment mit Mt1 = 720 Nm
wesentlich größer als das Ausgangsmoment von Mt1.RL = 600,0 Nm, für welches die
Relativlage berechnet wurde. Durch den linearen Zusammenhang zwischen Relativ-
lage und dem zugehörigen Drehmoment kann dieses hier nicht ohne Einfluss auf die
Tragbildlage erhöht werden. Für die sich dabei einstellende größere Relativlageabwei-
chung ist die Verzahnung nicht optimiert. Vielmehr ist das Ergebnis dieses Vorgehens
eine Verzahnung mit minimierter Pressung und Verlagerungsempfindlichkeit.
Das Endergebnis des Prozesses ist das in Abbildung 4.20 dargestellte Ease-Off. Im
Vergleich zu den bisherigen Optimierungen unter einem konstanten Verlagerungszu-
stand schwingt das Ease-Off nun an keiner Stelle mehr auf. Im Bereich der Ferse und
der Zehe wurde durch die gezielte zusätzliche Verlagerung die Mikro-Geometrie be-
züglich der Verminderung der Verlagerungsempfindlichkeit optimiert.
Abbildung 4.20: Ease-Off der optimierten Verzahnung im Basis-Verlagerungszustand
Um diese geringe Verlagerungsempfindlichkeit der erzeugten Verzahnung unter Be-
weis zu stellen, soll im Folgenden ein V-H-Check durchgeführt werden. Das heißt,
dass das Tragbild durch die Änderung der vertikalen (V) und horizontalen (H) Einbaula-
ge des Ritzels in Zehen- und Fersenlage verschoben wird. Aufgrund des vorliegenden
Flugkreisradius, welcher dem oben beschriebenen rechtwinkligen Fall entspricht, fällt
der Verlagerungspfad von V- und H-Verlagerung, also Achsversetzungsabweichung
und axialer Ritzelverlagerung, zusammen. Daher genügt es, hier nur die Achsverset-
zungsabweichung (V) zu variieren. Das Lasttragbild wurde so lange in Richtung der
Zehe bzw. der Ferse verlagert, bis die Pressung 2 % über der Soll-Pressung lag. Das
Ergebnis dieses V-H-Checks ist in Abbildung 4.21 dargestellt. Bei der Verschiebung
des Lasttragbildes in Richtung Ferse konnte eine zusätzliche Achsversetzungsabwei-
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chung von ∆fav = -0,28 mm umgesetzt werden. In Richtung Zehe sind hier weitere
∆fav = 0,20 mm möglich.
Abbildung 4.21: Pressungsverteilung über der Ritzelflanke Mt1 = 600,0 Nm
oben : fav = -0,40 mm,
mittig : fav = -0,60 mm (Ausgangslage),
unten: fav = -0,88 mm
Die maximale Pressung in der Ausgangslage ist mit σHmax = 1426 MPa deutlich geringer
als die vorgegebene, zulässige Zielgröße von σHsoll = 1500 MPa. Das liegt an der schon
beschriebenen Differenz zwischen dem im Optimierungsprozess ermittelten übertrag-
baren Drehmoment und dem Ausgangsdrehmoment, für welches die Relativlage be-
stimmt wurde. Um für die vorliegende Verzahnung eine weitere Leistungssteigerung zu
erzielen, können das Ausgangsmoment erhöht und die zugehörigen Relativlageabwei-
chungen angepasst werden. Dadurch ergibt sich eine übergeordnete Iteration, welche
eine weitere Tragfähigkeitssteigerung ermöglicht. Als Anhaltspunkt zur Abschätzung
des neuen Ausgangsdrehmomentes dient hier das übertragbare Drehmoment aus der
vorangegangenen Optimierung. Mit Mt1 RL = 700 Nm liegt es etwas unter dem voran-
gegangenen Optimierungsergebnis, da dieses durch die geänderte Relativlage nicht
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wieder in der Höhe zu erwarten ist. In Tabelle 4.3 ist die geänderte Relativlage ange-
geben.
Tabelle 4.3: Belastungsabhängige Relativlageabweichungen bei Mt1 = 700 Nm
Axiale Verschiebung Axiale Verschiebung Achsversetzungs- Achswinkel-
Ritzel fs1 Rad fs2 abweichung fav abweichung fΣ
0,583 mm 0.233 mm -0,700 mm 0,117◦
Für die gegebene Verzahnung kann der gezeigte Optimierungsablauf erneut durchge-
führt werden, wobei lediglich die Ausgangslage von Ritzel und Rad zueinander geän-
dert wurde. Während des Prozesses wurde die Achsversetzungsabweichung fav erneut
wie beschrieben um ∆fav = ±0,15 mm variiert. Das Ergebnis des anschließenden V-H-
Checks ist in Abbildung 4.22 dargestellt.
Abbildung 4.22: Pressungsverteilung über der Ritzelflanke Mt1 = 700,0 Nm
oben : fav = -0,59 mm,
mittig : fav = -0,70 mm (Ausgangslage),
unten: fav = -0,84 mm
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Die durchgeführte Optimierung stellt sicher, dass bei zusätzlichen Achsversetzungs-
abweichungen von ∆fav = +0,11 mm bzw. ∆fav = -0,14 mm und einem Drehmoment
von Mt1 = 700 Nm keine Pressungen von mehr als σHmax = 1530 MPa auftreten. Die
Amplitude der Wälzabweichung ist in allen drei Verlagerungspositionen kleiner als
∆ϕ ≤ 2 µm. Auch in allen Zwischenpositionen ist davon auszugehen, dass weder
die Pressung noch die Amplitude der Wälzabweichung die vorgegebenen Grenzen
überschreiten. Das Ergebnis dieser Optimierung ist somit eine Verzahnung, welche
in diesen Arbeitspunkten eine annähernd optimale Mikrogeometrie aufweist. Das so
übertragbare Moment liegt deutlich über dem aus der Optimierung mit einer vorgege-
benen Pressungsverteilung.
Ausgehend von einem bekannten Verzahnungsumfeld und der Kenntnis über die Grö-
ße zusätzlicher Verlagerungen kann so eine als Optimum anzusehende Mikrogeome-
trie gefunden werden, welche in der Lage ist, sehr große Leistungsreserven nutzbar
zu machen.
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5 Optimierung der Zahnfußgeometrie
Durch die in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Optimierungsmethoden für
die Flankentragfähigkeit kann das übertragbare Drehmoment einer derart optimierten
Verzahnung deutlich erhöht werden. Dadurch erhöhen sich auch die Beanspruchungen
des Zahnfußes der entsprechenden Verzahnung. Hieraus ergibt sich die Notwendig-
keit, bei einer signifikanten Erhöhung der Flankentragfähigkeit auch die Zahnfußtrag-
fähigkeit genauer zu betrachten. Bevor hier jedoch eine Optimierung der Zahnfußgeo-
metrie vorgenommen werden kann, müssen zunächst geeignete Methoden entwickelt
werden, neue Zahnfußgeometrien hinsichtlich ihrer Leistungsfähigkeit zu untersuchen.
Dazu soll im Folgenden zunächst auf die Ermittlung der Beanspruchungen und der
Beanspruchbarkeiten eingegangen werden.
5.1 Zahnfußspannungsberechnung
Bei Kegelradverzahnungen sind grundsätzlich drei gebräuchliche Modellierungstiefen
bei der Berechnung der Zahnfußspannung zu unterscheiden. Als einfachster Modellan-
satz ist hier die Normberechnung zu nennen, welche auf der Ersatzstirnradverzahnung
basiert und die Spannungen an dem im Wälzverfahren hergestellten genormten Stirn-
rad ermittelt [ISO10300]. Die zweite, sehr häufig angewendete Methode ist die Anwen-
dung eines vereinfachten lokalen Ansatzes, wie er in BECAL (Version 4.1) zum Einsatz
kommt. Wie schon oben beschrieben, wird in BECAL die Lastverteilung mithilfe der all-
gemeinen Einflusszahlenmethode ermittelt. Basierend auf dieser Lastverteilung wird
eine Nennspannungsverteilung ermittelt, welche mit den lokalen Spannungskorrektur-
faktoren multipliziert wird, um auf die Zahnfußspannung zu schließen. Diese Span-
nungskorrekturfaktoren werden, bei der in dieser Arbeit verwendeten BECAL-Version,
anhand der jeweiligen Ersatzstirnradverzahnung ermittelt. Daher kann diese Methode
hier nicht dafür eingesetzt werden, die Spannung an optimierten, von der Norm abwei-
chenden Zahnfußkurven zu ermitteln [SSH12].
Als dritter und höchstwertiger Ansatz können nichtlineare Kontaktrechnungen mittels
der Finiten-Elemente-Methode auf den Zahnkontakt von Kegelrädern angewendet wer-
den, um auf die dabei entstehenden Zahnfußspannungen zu schließen. Durch die
Allgemeingültigkeit dieser Methode können jedwede Zahnfußgeometrien abgebildet
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werden. Auch die in Breitenrichtung veränderlichen Zahnform und Schrägungswinkel,
Balligkeiten der Zahnflanke und Relativlageänderungen können mithilfe der FEM abge-
bildet werden. Nachteil dieser detaillierten Methode sind sehr hohe Rechenzeiten und
die Notwendigkeit, diese Berechnung für einen Vielzahl von Eingriffsstellungen durch-
zuführen. Dennoch soll im Folgenden zunächst auf diese Methode und deren Mög-
lichkeiten und Grenzen eingegangen werden. Als erster Teilaspekt ist eine geeignete
Vernetzungsstrategie zu erarbeiten, welche ein Optimum zwischen Rechengenauigkeit
und -dauer erreichen kann.
5.1.1 FEM-Kontaktrechnung
Die Geometrie der zu untersuchenden Kegelradverzahnungen kann mithilfe der be-
schriebenen Fertigungssimulation von BECAL berechnet werden. Dabei können ent-
lang eines regelmäßigen Gitters die Koordinaten der Punkte von Flanke und Fuß aus-
gegeben werden. Auf Grundlage dieser Gitterpunkte kann eine Vernetzung erzeugt
werden, welche in diesem Fall aus Hexaedern mit acht Knotenpunkten erstellt wird.
Dabei erfolgt eine weitere Diskretisierung in Zahndickenrichtung. Zur Abbildung des
Zahnkontaktes ist es ausreichend, nur einen Teil der Gesamtzahl der Zähne im FE-
Modell abzubilden. Um die Steifigkeit der Anbindung der Zähne an die an- bzw. ab-
treibende Welle gut abzubilden, ist es sinnvoll, den Radkörper im Ganzen zu modellie-
ren. Beim Tellerrad werden die Stirnfläche des Radkörpers und beim Ritzel die innere
Mantelfläche genutzt, um die fixierenden Randbedingungen anzubringen. Das Dreh-
moment wird über das Ritzel eingeleitet. Die Abbildung 5.1 zeigt das Modell als Ganzes
und im Detail.
Abbildung 5.1: FE-Modell für die Kontaktrechnung (Geometrie und Vernetzung)
Für die Qualität einer FEM-Kontaktrechnung ist es von entscheidender Bedeutung,
dass das Kontaktgebiet eine möglichst große Zahl von Knotenpunkten aufweist. Des
Weiteren wirkt es sich positiv auf das Ergebnis der Kontaktspannungsberechnung aus,
wenn die im Kontakt befindlichen Elemente möglichst ähnlich ausgerichtet sind, das
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heißt, dass Knoten auf Knoten und Kante auf Kante liegen. Die Kontaktlinie zwischen
Ritzel und Tellerrad verläuft bei spiralverzahnten Kegelrädern bogenförmig über die
Flanke. Daher ist es bei einem gleichmäßig über die Flanke verteilten Gitter schwer
möglich, gute Ergebnisse für die Kontaktspannungen zu erzielen. In Abbildung 5.2 ist
links ein gleichmäßig vernetztes Kontaktmodell inklusive der Eingriffsfläche und rechts
der aus einer FEM-Kontaktrechnung resultierende qualitative Verlauf der Kontaktspan-
nung für eine Eingriffsstellung dargestellt.
Abbildung 5.2: Gleichmäßige Vernetzung über der Flanke und zugehörige Ergebnisse
der FEM-Kontaktspannungsberechnung
Es wird deutlich, dass die gezeigte Vernetzung keine plausiblen Ergebnisse liefert. Die
Knotenkräfte an einem Element variieren sehr stark, sodass die Kontaktspannungen
nur verzerrt wiedergegeben können. Für qualitativ bessere Ergebnisse ist eine wesent-
lich feinere Auflösung des Kontaktgebietes notwendig. Da die Rechendauer für diese
eine Wälzstellung schon mehr als zehn Stunden betrug, ist dieses Vorgehen beim heu-
tigen Stand der Rechentechnik jedoch keine praktikable Lösung.
Durch eine geeignete Ausrichtung der Elemente kann die Ergebnisqualität bei gleich-
bleibender Elementanzahl positiv beeinflusst werden. Hier können die Kenntnisse aus
der Zahnkontaktsimulation mit BECAL genutzt werden. Durch die lastfreie Abwälzsi-
mulation werden die potenziellen Berührlinien bekannt, welche unter Last in Kontakt
treten. Die lastbedingte Verschiebung der Kontaktlinie fällt bei üblichen Verzahnungs-
parametern derart gering aus, dass sie vernachlässigt werden kann [SSH12]. Somit
kann im Vorfeld der Kontaktrechnung eine Vernetzung erstellt werden, welche es er-
möglicht, dass unter Last Knoten auf Knoten und Kante auf Kante treffen. Diese Vernet-
zung und der zugehörige Kontaktspannungsverlauf sind in Abbildung 5.3 dargestellt.
Auf der linken Seite der Abbildung ist zusätzlich die Eingriffsebene dargestellt, welche
die FE-Knoten beinhaltet.
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Abbildung 5.3: Adaptive Vernetzung der Eingriffslinie mit zugehörigen Ergebnissen der
FEM-Kontaktspannungsberechnung
Die erzielten Berechnungsergebnisse weisen durch die angepasste Vernetzung einen
stetigen Verlauf auf und können somit als plausibel bewertet werden. Im Vergleich
mit den Ergebnissen aus dem Programmpaket BECAL treten Abweichungen von cir-
ca 5 % auf. Dennoch ist auch bei aktueller Rechentechnik eine Rechendauer von
mehreren Stunden notwendig, um die Spannungen für eine diskrete Eingriffsstellung
zu ermitteln. Der Großteil des Rechenaufwandes wird hierbei durch die Nichtlinea-
rität des Kontaktproblems verursacht, welches nur iterativ gelöst werden kann. Die
FEM-Kontaktrechnung stellt somit kein passendes Werkzeug für geometrische Op-
timierungsrechnungen dar. Durch die gezeigte Vernetzungsstrategie kann aber eine
effektive Überprüfung spezialisierter Berechnungsprogramme zur Lastverteilungsbe-
rechnung wie BECAL vorgenommen werden.
5.1.2 FEM-Fußspannungsberechnung unter einer vorgegebenen
Lastverteilung aus BECAL
Wie schon beschrieben, steht mit BECAL ein hochspezialisiertes Werkzeug zur Be-
rechnung der Last- und Pressungsverteilung bereit. Allerdings ist es mit BECAL der-
zeit noch nicht möglich, die Spannungen an beliebigen bzw. optimierten Fußkonturen
zu berechnen. Um die Vorteile der schnellen Lastverteilungsrechnung in BECAL und
der Allgemeingültigkeit der FEM zu vereinen, können die mit BECAL ermittelten Las-
ten einem FE-Modell aufgeprägt werden. Mithilfe dieses FE-Modells werden dann die
Spannungen an beliebigen Zahnfußformen berechenbar. Vorteil dabei ist, dass sich
hierbei im FE-Modell ein linearer Zusammenhang zwischen Last und Spannung ergibt,
dessen Lösung nur einen Bruchteil der Rechendauer von nichtlinearen Kontaktmodel-
len benötigt. Nachteilig ist, dass der Einfluss der Zahnfußform auf die Lastverteilung
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vernachlässigt wird. Die Änderung der Lastverteilung aufgrund einer geänderten Zahn-
fußgeometrie ist allerdings im Allgemeinen kaum nachweisbar.
Die aus BECAL bekannten Einzellasten
→
Fk müssen auf die den Kraftangriffspunkt um-
gebenden Elementknoten km des FE-Modells aufgeteilt werden. Die Kräfte müssen
dabei so verteilt werden, dass die virtuelle Verschiebungsarbeit am Punkt der Kraftein-
leitung auf der Berührlinie gleich der Summe der Arbeit an den entsprechenden Kno-
tenpunkten des FE-Gitters ist. Durch die Anwendung dieses Erhaltungssatzes kann
unter Zuhilfenahme der Formfunktion des FE-Elements ein direkter Zusammenhang
zwischen dem Kraftangriffsvektor
→
Fk und den Knotenlasten
→
Fkm hergeleitet werden
[Neu83]. In Gleichung 5.1 ist dieser Zusammenhang beispielhaft für ein Hexaederele-
ment mit 8 Eckknoten dargestellt. Die Formfunktion hkmk besitzt dabei die Fundamen-
taleigenschaft, dass sie bei Kraftangriff im Knoten km den Wert eins und bei Kraftangriff
in einem anderen Elementknoten den Wert null annimmt.
→













und m = 1 . . . 8 (5.2)
ξkm , ηkm und ϑkm stellen dabei die natürlichen Koordinaten der m = 8 Eckpunkte des
Hexaeders dar und ξk , ηk sowie ϑk die in das natürliche Koordinatensystem transfor-
mierten Koordinaten der Einzellast
→
Fk . Ist der Kraftangriffspunkt Element einer Hexa-
ederfläche, so werden die Teillasten an den nicht zu dieser Fläche gehörenden Knoten
null. Somit wird die an der Flanke angreifende Last auf die vier benachbarten Ele-
mentknoten verteilt. In Abbildung 5.4 sind die von BECAL berechneten Einzellasten
und die zugehörige Berührlinie rot und die sich daraus ergebenden Knotenlasten blau
dargestellt.
Abbildung 5.4: Aufteilung der Einzellasten einer Berührlinie aus BECAL (rot) auf die
umgebenden FE-Knoten (Knotenlasten: blau)
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Da sowohl die Flankenpunkte des FE-Gitters als auch die Lastverteilung von BECAL
profilschnittweise berechnet werden, fallen hier die Einzellasten mit den Elementkanten
zusammen. Dadurch werden diese hier jeweils nur durch zwei Knotenkräfte abgebildet.
Im Gegensatz zu einer FEM-Kontaktrechnung wird bei dieser Methode von einem Li-
nienkontakt zwischen den kontaktierenden Flanken ausgegangen. Um die Lasteinlei-
tung in das linear-statische FE-Modell den tatsächlichen Kontaktbedingungen weiter
anzunähern, kann die Last entsprechend des HERTZschen Kontakts senkrecht zur Be-
rührlinie aufgeteilt werden. Durch die Kenntnis der Krümmungsradien von Ritzel- und
Tellerradflanke kann die lokale Abplattungsbreite der Kontaktellipse berechnet werden.
Die von BECAL berechneten Einzellasten repräsentieren jeweils die Summe der pa-
rabolischen Streckenlasten senkrecht zur Berührlinie. Ausgehend vom HERTZschen
Zylinder-Zylinder-Kontakt wird so der Verlauf dieser Streckenlasten berechenbar. Die-
se können durch eine Vielzahl von Einzellasten dargestellt und anschließend auf die
angrenzenden FE-Knoten verteilt werden. Bei einer groben Vernetzung des FE-Modells,
bei der die Elementkantenlänge größer als die Abplattungsbreite wird, fällt die Stre-
ckenlast wieder zu einer Einzellast im Kontaktpunkt zusammen. Wird die Auflösung
jedoch derart erhöht, dass das Kontaktgebiet senkrecht zur Berührlinie mehrere Kno-
ten beinhaltet, so wird die Last entsprechend der HERTZschen Theorie verteilt. Des
Weiteren kann auch eine adaptive Vernetzung des Kontaktgebietes analog zu Kapitel
5.1.1 zur weiteren Verbesserung der Abbildungsgenauigkeit des FE-Modells genutzt
werden. Eine solche Lasteinleitung ist in Abbildung 5.5 dargestellt.
Abbildung 5.5: Lasteinleitung entsprechend der HERTZschen Theorie
Im Ergebnis stellen sich die Kontaktspannungen auf der Flanke entsprechend der von
BECAL berechneten Verteilung ein. Dieses Modell bildet somit die gewünschte Koppe-
lung zwischen der BECAL-Lastverteilung und einer FEM-Fußspannungsberechnung
bestmöglich ab. Es vereint die Geschwindigkeitsvorteile der Einflusszahlenmethode
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zur Kontaktrechnung mit der Präzision der FEM-Berechnung für die Zahnfußspan-
nungsberechnung auf sehr gewinnbringende Art und Weise.
Dieses Vorgehen kann nun für jede von BECAL berechnete Eingriffsstellung und der
dazugehörigen Lastverteilung angewendet werden. Da sich dabei nur die Lasten auf
das Modell ändern, können diese als Lastfälle einem gemeinsamen FE-Modell aufge-
prägt werden. Dadurch ist nur ein einmaliges Aufstellen der Steifigkeitsmatrix notwen-
dig. Innerhalb eines Rechengangs kann somit der Verlauf der Spannungen über dem
Eingriff für jeden Fußpunkt einer beliebigen Fußkontur berechnet werden. Von maßge-
bendem Interesse sind dabei das Maximum und das Minimum der Tangentialspannung
sowie die sich daraus ergebende Mittelspannung. In den folgenden Abbildungen sind
beispielhaft die Ergebnisse für die aus den vorhergehenden Kapiteln bekannte Ver-
zahnung dargestellt. Diese ist dabei mit Standardballigkeiten modifiziert und weist eine
sich aus dem konventionellen Fertigungsverfahren ergebende Zahnfußkontur auf. Das
Drehmoment betrug hierbei Mt1 = 400 Nm.
Abbildung 5.6: Maximalspannung, Doppelamplitude und Mittelwert der Zahnfußspan-
nung über der gesamtem Zahnfußkontur bei Mt1 = 400 Nm
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5.2 Zahnfußsicherheitsberechnung
Da ein asymmetrisch gestaltetes Zahnprofil zu einer sehr schmalen Zahnfußlücke füh-
ren kann und es in deren Kerbgrund zu zeitlich versetzten Überlagerungen von Zug-
und Druckspannungen kommt, ist es in diesem Falle notwendig, den Mittelspannungs-
einfluss bei der Sicherheitsberechnung mit in Betracht zu ziehen. Dafür eignen sich
besonders die Methoden, welche für Innenverzahnungen von Umlaufrädergetrieben
entwickelt wurden (Vgl. Kapitel 2.4.2). In der Richtlinie [VDI2737] wurde eine Vor-
gehensweise festgelegt, wie die Zahnfußsicherheit bei veränderlicher Mittelspannung
berechnet werden kann. Die Grundformel ist dabei der [DIN3990] bzw. [ISO6336] ent-
nommen, wobei die Sicherheit dabei zur besseren Unterscheidung von der Norm hier
SFm genannt werden soll.
SFm =
σFEm · YδrelT · YNT
σF
· YX · YRrelT (5.3)











Im Unterschied zur [DIN3990] ergibt sich der Festigkeitswert σFEm hier aus dem Smith-
Diagramm und beinhaltet das Verhältnis von Wechsel- zu Schwellfestigkeit σFEWσFE . Des
Weiteren stellt σF hier nicht den lokalen Maximalwert der Tangentialspannung, sondern
deren Doppelamplitude dar. σFm entspricht der lokalen Mittelspannung. Die Faktoren
YδrelT, YNT, YX und YRrelT stammen direkt aus der Norm und sollen an dieser Stelle
vereinfachend eins gesetzt werden.
Durch die aus der FEM-Berechnung bekannten Doppelamplitude und Mittelspan-
nung der Tangentialspannung für jeden Fußpunkt kann nun mithilfe der Wechsel- und
Schwellfestigkeit eine lokale Zahnfußsicherheit berechnet werden. Wie in der Richt-
linie [VDI2737] vorgeschlagen, soll hier der meist verwendete Mittelwert σFEWσFE = 0,7
(M = 0,4) verwendet werden. Dadurch vereinfacht sich die Berechnung der Zahnfuß-
dauerfestigkeit wie in Gleichung 5.5 dargestellt.
σFEm = σFE
1,4
1 + 0,8 · σFmσF
(5.5)
Für die gezeigten Spannungsberechnungen können nun lokal Zahnfußsicherheiten
SFm berechnet werden. Zum Vergleich soll auch die mittelspannungsunabhängige
Zahnfußsicherheit SF nach [ISO6336] lokal berechnet werden. Die Abbildung 5.7 zeigt
die lokalen Sicherheiten über der Zahnfußkontur für eine Zahnfußdauerfestigkeit von
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σFE = 1000 MPa. Es wird deutlich, dass auch die Standardverzahnung mit einem beid-
seitigen Eingriffswinkel von αn = 20◦ schon eine leicht verringerte, mittelspannungs-
korrigierte Sicherheit von SFm = 2,28 im Vergleich zur Sicherheit SF = 2,4, welche von
rein schwellender Belastung ausgeht, aufweist. Des Weiteren kann ein zweites loka-
les Minimum der Sicherheit SFm im Druckgebiet des Fußgrundes ausgemacht werden.
Hier wirkt eine sehr hohe Doppelamplitude.
Abbildung 5.7: Lokale Zahnfußsicherheit am Ritzel mit (unten) und ohne (oben) Be-
rücksichtigung des Mittelspannungseinflusses
Mit der Berechnung der lokalen, mittelspannungskorrigierten Zahnfußsicherheit auf
Grundlage der BECAL-Lastverteilung für beliebige Zahnfußkonturen steht ein schnel-
les und effektives Werkzeug zur Optimierung der Zahnfußtragfähigkeit von Kegelrä-
dern zur Verfügung. Im Folgenden soll eine geeignete Fußkontur gefunden werden,
welche für die komplexe Kegelradgeometrie geeignet ist und dennoch die erforderliche
Tragfähigkeit gewährleisten kann.
5.3 Elliptische Zahnfußkontur
Wie in Kapitel 2.4.1 beschrieben, wurden für Stirnräder schon eine Vielzahl verschie-
dener Zahnfußformen hinsichtlich ihrer Auswirkungen auf die Zahnfußtragfähigkeit un-
tersucht. Hierbei erzielten LINKE und BÖRNER mithilfe der Ellipse sehr gute Ergebnis-
se. Durch die geschlossene Beschreibung und die Möglichkeit der Parametrisierung
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ist diese auch für die Anwendung an Kegelrädern gut geeignet. Ein weiterer Vorteil
der Ellipse ist, dass durch die Projektion der Ellipse vom Stirnschnitt in den Normal-
schnitt wiederum eine Ellipse entsteht, da sie ein perspektiv affines Abbild eines Krei-
ses darstellt. Es ist also ohne Weiteres möglich, die Zahnfußkontur im Stirnschnitt zu
beschreiben und zu parametrisieren, um die Spannungen im Normalschnitt positiv zu
beeinflussen.
Das Einfügen des Ellipsenbogens erfolgt wie in Abbildung 5.8 dargestellt im Stirn-
schnitt. Die y-Achse entspricht dabei der Winkelhalbierenden des Winkels, welcher
von der Raddrehachse und den Punkten P1 und P2 in der Ebene des Stirnschnitts
aufgespannt wird. Der Zahnfußgrundpunkt O wird durch den Schnittpunkt der y-Achse
mit dem Fußkegel der Verzahnung definiert und bildet den Ausgangspunkt der Zahn-
fußkurve sowie den Ursprung des lokalen Koordinatensystems. Die Hauptachsen der
beiden Ellipsen fallen mit der y-Achse zusammen. Der Übergang der jeweiligen Ellip-




















Abbildung 5.8: Ellipsenbogen als Zahnfußkurve
Zur Berechnung der Halbachsen der Ellipse sind die Koordinaten des Übergangs von
Flanke zu Fuß P(xP, yP) und der Tangentenwinkel λ der Ellipse im Punkt P aus der
Verzahnungsgeometrie bekannt. Die dargestellte Ellipse kann mit der Gleichung 5.6
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beschrieben werden. Hierbei stellt a den Ellipsenhalbmesser in Umfangsrichtung und
b in Zahnhöhenrichtung dar.







Der Anstieg des Ellipsenbogens ergibt sich nach Gleichung 5.8. Der Halbmesser b
kann hier substituiert werden, wodurch der Anstieg y ′(x) nur noch von den Ellipsenko-
ordinaten (x , y ) und dem Halbmesser a abhängig ist.
y ′(x) = ∓ b · x
a2
√
1− ( xa)2 =
x · y
x2 − a2 ± a2 ·
√





1− ( xa)2 (5.8)





x · y ′2 − 2 · y · y ′ ·
(
y − x · y ′) (5.9)
Aus den Randbedingungen, dass die Ellipse mit einem Anstieg von mP = tan (λ) durch
den Punkt P(xP, yP) verläuft (Gleichung 5.10), können die Halbmesser des Ellipsenbo-
gens nach Gleichung 5.11 und 5.12 bestimmt werden.








xP ·m2P − 2 · yP ·mP





1− ( xPa )2 (5.12)
Das Vorzeichen vor der Wurzel unter dem Bruchstrich in Gleichung 5.12 wird vom
Vorzeichen des Anstieges mP und der x-Koordinate xP bestimmt. Zur weiteren Verar-
beitung kann der Ellipsenbogen in Parameterform (Gleichung 5.13) dargestellt werden,
wobei der Wertebereich des Parameters t durch den Koordinatenursprung O und den
Punkt P bestimmt wird.
86 5.3. ELLIPTISCHE ZAHNFUSSKONTUR
Mit den Gleichungen 5.11 bis 5.13 stehen die Zusammenhänge zur Verfügung, um
einen Ellipsenbogen als Fußkurve in den Stirnschnitt einer Kegelradverzahnung ein-
zufügen. Hiermit können an der linken und rechten Flanke verschiedene Fußkurven
appliziert werden. Des Weiteren steht der Hinterschnittwinkel µ1,2 als Optimierungspa-
rameter zur Verfügung, dessen Auswirkungen mit der gezeigten Berechnungsmethode
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Um das Optimierungspotenzial dieser geänderten Zahnfußgeometrie zu untersuchen,
kann diese an die gezeigte Verzahnung appliziert werden und mit den in Kapitel 5.2
beschriebenen Methoden hinsichtlich der Zahnfußsicherheiten untersucht werden. Die
Abbildung 5.11 zeigt die Berechnungsergebnisse analog zu den vorhergehenden Un-
tersuchungen mit dem gleichen Drehmoment Mt1 = 400 Nm und gleicher Zahnfuß-
dauerfestigkeit σFE = 1000 MPa. Die mittelspannungskorrigierte Zahnfußsicherheit SFm
konnte hierbei um 15 % erhöht werden.
Abbildung 5.9: Lokale Zahnfußsicherheiten am Ritzel mit Ellipsenbogen als Zahnfuß-
kurve (SF und SFm)
5. OPTIMIERUNG DER ZAHNFUSSGEOMETRIE 87
Am gewählten Beispiel konnte somit gezeigt werden, dass die Ellipse als Zahnfußkur-
ve deutliche Vorteile gegenüber der konventionellen Zahnfußgeometrie aufweist. Auf
Grundlage von FEM-Untersuchungen an verschieden Zahnfußgeometrien [SSH05]
kann davon ausgegangen werden, dass weiterführende Optimierungen der Kerbge-
ometrie nur zu sehr geringen Verbesserungen gegenüber der vorgestellten Ellipsen-
geometrie führen werden. Es konnte gezeigt werden, dass die in der Literatur vor-
gestellten optimierten Zahnfußgeometrien häufig nur geringe Unterschiede in ihrem
Optimierungspotenzial aufweisen.
5.4 Variationsrechnungen
Mit den dargestellten Methoden zur Fußkurvenoptimierung und Zahnfußsicherheitsbe-
rechnung stehen die Werkzeuge für weiterführende Variationsrechnungen zur Verfü-
gung. Maßgebend ist hierbei die Zahnfußsicherheit unter Beachtung des Mittelspan-
nungseinflusses SFm. Um den Einfluss der Mittelspannung bei verschiedenen Ver-
zahnungsauslegungen darzustellen, kann des Weiteren die Zahnfußsicherheit für rein
schwellende Beanspruchung SF herangezogen werden.
5.4.1 Einfluss des Eingriffswinkels auf die Zahnfußsicherheit
Wie schon im Kaptiel 2 beschrieben, wirken sich die Erhöhung des Eingriffswinkels und
das dadurch notwendige asymmetrische Zahnprofil stark auf die Zahnfußtragfähigkeit
aus. Der größere Eingriffswinkel führt bei gleichbleibendem Drehmoment zu einer Er-
höhung der Zahnnormalkraft und auch des Druckanteils dieser Kraft. Bei einem asym-
metrischen Zahnprofil wird einerseits die Zahnfußnennspannung durch den größeren
Zahnfußquerschnitt verringert, andererseits erhöht sich die Kerbwirkung im Zahngrund
durch die enger werdende Zahnfußlücke. Des Weiteren kommt es durch die kleinere
Zahnfußlücke zur zeitlich versetzten Überlagerung von Zug- und Druckspannung, was
zu einer Änderung des Belastungsverhältnisses führt.
Um diese Effekte zu untersuchen, kann eine Variationsrechnung durchgeführt werden,
bei welcher lediglich die Eingriffswinkel von Vorder- und Rückflanke variiert werden.
Alle anderen Parameter wie Breiten- und Höhenballigkeiten, Drehmoment und Zahn-
höhe bleiben dabei konstant. Als Fußkurve wird die beschriebene Ellipse in die jeweili-
ge Verzahnung eingepasst, wobei ein tangentenstetiger Übergang von Flanke zu Fuß
gewährleistet wird (µ1,2 = 0
◦). Die Abbildung 5.10 zeigt die Zahnfußkurven an der Zehe
einer symmetrischen und einer asymmetrischen Kegelradverzahnung.
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Abbildung 5.10: Vergleich der Zahnfußlücke von symmetrischer (αZug = αDruck = 20◦)
und asymmetrischer (αZug = 30◦,αSchub = 18◦) Kegelradverzahnung
Der Verlauf der Sicherheiten SFm und SF über dem Eingriffswinkel ist in Abbildung 5.11
dargestellt. Es wird deutlich, dass sich die Differenz der beiden Sicherheiten mit zu-
nehmendem Eingriffswinkel vergrößert. Dadurch ist nachgewiesen, dass der Einfluss
der enger werdenden Zahnfußlücke nicht vernachlässigbar ist. Während die Sicherheit
SF, welche von rein schwellender Beanspruchung ausgeht, mit zunehmendem Ein-
griffswinkel nahezu konstant bleibt, sinkt die Sicherheit SFm stark ab. Asymmetrische



















Nenneingriffswinkel der Zugflanke αZug
Zahnfußsicherheiten über dem Eingriffswinkel
SF SFm
Abbildung 5.11: Minimale Zahnfußsicherheit mit und ohne Mittelspannungseinfluss
über dem Eingriffswinkel
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Die Abbildung 5.12 zeigt die lokalen Zahnfußsicherheiten unter Beachtung des Mittel-
spannungseinflusses in der deutlich schmaleren Zahnfußlücke einer asymmetrischen
Kegelradverzahnung.
Abbildung 5.12: Lokale Zahnfußsicherheit (SFm) am Ritzel einer asymmetrischen Ke-
gelradverzahnung (αZug = 30◦,αSchub = 18◦)
Obwohl die Maximalspannung nur unwesentlich gestiegen ist, bewirkt die höhere Dop-
pelamplitude der Tangentialspannung einen Abfall der Zahnfußtragfähigkeit. Die ellip-
tische Zahnfußkurve sorgt dennoch dafür, dass die Kerbwirkung möglichst gering ge-
halten wird, was an einem kleinen Gradienten der Sicherheiten im Gebiet der höchsten
Beanspruchung zu erkennen ist.
5.4.2 Einfluss des Hinterschnittwinkels µ auf die
Zahnfußsicherheit
In Kapitel 5.3 wurde der Hinterschnittwinkel µ als freier Parameter zur Optimierung
der Zahnfußkontur eingeführt. In den bisherigen Betrachtungen wurde von einem tan-
gentialen Übergang der Zahnfußkurve in die Flanke mit µ = 0◦ ausgegangen. Daher
soll im Folgenden der Einfluss dieses Hinterschnittwinkels näher untersucht werden.
Anlass dafür ist, dass durch diesen Hinterschnitt eine längere Zahnfußkontur entsteht.
Hierdurch soll bewirkt werden, dass sich das Zug- und das Druckgebiet der Zahnfuß-
spannung weniger überlagern.
In Abbildung 5.10 ist ein Blick auf die Stirnseite der Zahnlücke von der Kegelspitze aus
dargestellt. Dabei ist die Zahnfußkontur mit tangentialem Übergang leicht transparent
gezeichnet. Dahinterliegend ist eine Fußkontur mit einem beidseitigen Hinterschnitt-
winkel von µli = µre = 20
◦ dargestellt. Die dabei länger werdende Fußlinie ist deutlich
zu erkennen. Des Weiteren steigt der Krümmungsradius im Fußgrund.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Zahnfußkontur mit µ = 0◦ (transparent) und µ = 20◦
Die zu der maximalen Tangentialspannung proportionale Sicherheit SF ohne Mittel-
spannungseinfluss sinkt mit der Zunahme des Hinterschnittwinkels kontinuierlich ab.
Das liegt an der größer werdenden Kerbwirkung bei gleichzeitiger Abnahme der Zahn-
fußdickensehne. Die mittelspannungskorrigierte Zahnfußsicherheit SFm steigt jedoch


























Zahnfußsicherheiten bei veränderlichem Hinterschnittwinkel
SF SFm
Abbildung 5.14: Minimale Zahnfußsicherheit mit und ohne Mittelspannungseinfluss
über dem Eingriffswinkel
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Der Anstieg der Sicherheit SFm liegt zum einen an der kleiner werdenden Doppelam-
plitude der Zahnfußspannung durch den größeren räumlichen Abstand der Maxima
von Zug- und Druckspannung. Zum anderen wirken sich auch die verbesserten Krüm-
mungsverhältnisse im Zahnfußgrund positiv aus. Hier war bei der vorausgegangenen
Untersuchung noch das Minimum der Sicherheit SFm zu finden (Vgl. Abbildung 5.12).
In der Abbildung 5.15 sind die Sicherheiten SF und SFm über der gesamten Fußkontur
aufgetragen. Es wird deutlich, dass sich das Minimum der Sicherheit SF und damit auch
das Maximum der Zugspannung weit weniger in Zahnmittenrichtung ausbreitet als bei
tangentenstetigem Übergang von Fuß zu Flanke. Das Minimum der Sicherheit SFm
hingegen breitet sich weit über die Zahnkontur aus, womit eine gute und gleichmäßige
Nutzung der Fußkontur nachgewiesen ist.
Abbildung 5.15: Lokale Zahnfußsicherheiten am Ritzel mit Ellipsenbogen als Zahnfuß-
kurve (SF und SFm)
Es zeigt sich, dass die Ellipse eine für das Kegelrad sehr gut geeignete Zahnfußkon-
tur darstellt. Mithilfe des Hinterschnittwinkels µ kann des Weiteren die Tragfähigkeit
zusätzlich verbessert werden. Die negativen Effekte der Asymmetrie auf die Zahnfuß-
sicherheit können auf diesem Wege wieder aufgehoben werden.
Fertigungstechnische Aspekte wie die Darstellungsgenauigkeit einer solchen Fußkon-
tur wurden in dieser Betrachtung außer Acht gelassen. Es kann jedoch davon ausge-
gangen werden, dass diese Kontur mit den verfügbaren Methoden in einer hinreichen-
den Genauigkeit fertigbar ist. Des Weiteren kann der Hinterschnitt als Ersatz für eine
Protuberanz genutzt werden. Die vorgestellte Berechnungsmethode eignet sich aller-
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dings auch zur Untersuchung anderer Fußkonturen, welche aus technologischen bzw.
wirtschaftlichen Gründen der Ellipse vorgezogen werden könnten. In jedem Fall sollte
bei fußbruchgefährdeten Anwendungen mit engen Zahnlücken eine lokale Berechnung
der mittelspannungskorrigierten Zahnfußsicherheit nicht ausbleiben.
93
6 Zusammenfassung
Durch geometrische Optimierungsmaßnahmen ist es möglich, die Tragfähigkeit von
Kegelrädern deutlich zu steigern. Hierdurch kann im Besonderen Einfluss auf die Be-
anspruchungen genommen werden. Ziel ist es dabei, bei gleichbleibendem Bauraum-
bedarf und konstanten maximalen Beanspruchungen das übertragbare Drehmoment
deutlich zu steigern.
Im ersten Teil dieser Arbeit wurde mit einem asymmetrischen Bezugsprofil eine ma-
krogeometrische Kenngröße zur Steigerung der Flankentragfähigkeit herangezogen.
Asymmetrische Zahnprofile erlauben sehr große Eingriffswinkel auf der Arbeitsflan-
ke, wodurch die Krümmungen auf selbiger stark absinken. Hier zeigte sich, dass eine
Erhöhung des Eingriffswinkels nur dann einen positiven Einfluss auf die Kontaktspan-
nung hat, wenn die Länge der Berührlinie dabei konstant gehalten wird. Bei geradver-
zahnten Stirnrädern ist dies stets der Fall, da hier die Berührlinienlänge unabhängig
vom Eingriffswinkel ist. Ein Schrägungswinkel ungleich null führt jedoch zu einer Ver-
kürzung der Berührlinie, wodurch es sowohl bei Schrägstirnrädern als auch bei spi-
ralverzahnten Kegelrädern zu einem starken Ansteigen der Belastung kommt. Diese
Belastungszunahme kann bei der vorgestellten Kegelradverzahnung nicht mehr durch
die Abnahme der lokalen Krümmung kompensiert werden und führt dadurch zu einer
Erhöhung der Beanspruchung. Durch die Vergrößerung der Zahnhöhe kann jedoch
der Verkürzung der Berührlinie entgegengewirkt und eine Erhöhung des übertragba-
ren Drehmomentes realisiert werden. Zur Auslegung asymmetrischer Kegelräder kann
die Profilüberdeckung der Ersatzgeradverzahnung als Maß für die Berührlinienlänge
herangezogen und zur Ermittlung des optimalen Eingriffswinkels genutzt werden.
Durch die Optimierung der Mikrogeometrie kann bei konstanter Breite des Tragbildes
und gleicher maximaler Pressung eine sehr große Steigerung des übertragbaren Dreh-
momentes erreicht werden. Hierzu wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Methode vor-
gestellt, mittels welcher anhand einer vorgegebenen Pressungsverteilung die erforder-
lichen Modifikationen der Zahnflanke berechenbar werden. Dadurch wird es erstmals
möglich, ausgehend von einer Beanspruchungsvorgabe die entsprechenden Flanken-
modifikationen direkt zu berechnen. Ein durch den Konstrukteur durchgeführter itera-
tiver und häufig empirischer Auslegungsprozess, bei welchem die Beanspruchungen
lediglich geprüft werden können, entfällt somit. Auch die Amplitude der Wälzabwei-
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chung kann im Zuge des vorgestellten Optimierungsalgorithmus minimiert werden. So-
mit kann eine Mikrogeometrie gefunden werden, welche hinsichtlich Tragfähigkeit und
Geräusch einem Optimum sehr nahe kommt. Dieses Verfahren ist sowohl für symme-
trische als auch für asymmetrische Verzahnungen anwendbar. Dadurch können auch
Verzahnungen ohne Vorzugsdrehrichtung optimiert werden. Des Weiteren ist es mög-
lich, auch die spezifische Relativlage von Ritzel und Tellerrad zueinander in Betracht zu
ziehen. Die dabei berechneten Modifikationen führen dazu, dass sich das gewünschte
Tragbild eben in diesem Verlagerungszustand einstellt.
Sollte der Verlagerungszustand der Verzahnung nicht hinreichend genau bekannt sein
oder kommt es aufgrund äußerer Lasten zu zusätzlichen Verschiebungen der Räder
zueinander, so kann dies Eingang in den Optimierungsprozess finden. Durch eine
schrittweise Veränderung der Relativlage bei gleichzeitiger Modifizierung der Verzah-
nung kann die Verlagerungsempfindlichkeit selbiger deutlich gesenkt werden. Hier-
durch wird auch eine Optimierung der Mikrogeometrie für mehrere Lastfälle möglich.
Die drastische Erhöhung der Flankentragfähigkeit, welche mittels der vorgestellten op-
timierten Makro- und Mikrogeometrien möglich wird, macht eine Steigerung der Zahn-
fußtragfähigkeit notwendig. Dazu wurden Ellipsenbögen als kerbspannungsoptimierte
Fußkurven auf das gezeigte Kegelrad angewendet. Der Hinterschnittwinkel am Über-
gang von Flanke zu Fuß wurde dabei als freier Optimierungsparameter gewählt. Zur
genaueren Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit wurden mithilfe der Finiten-Elemente-
Methode die Spannungen entlang der gesamten Fußgeometrie über dem Eingriffs-
verlauf berechnet. Dadurch kann lokal eine von der Mittelspannung abhängige Zahn-
fußbruchsicherheit analog [VDI2737] berechnet werden. Es zeigt sich, dass eine Er-
höhung des Hinterschnittwinkels zu einer Erhöhung der mittelspannungskorrigierten
Sicherheit führen kann, wenngleich das Spannungsmaximum steigt.
Die berechnete Geometrie der optimierten Kegelradverzahnung, insbesondere die to-
pologische Modifikation und die elliptische Zahnfußkurve, kann derzeit nicht auf kon-
ventionellen Verzahnmaschinen gefertigt werden. Vielmehr sind hier flexiblere Formge-
bungsverfahren wie das Freiformfräsen nötig. In der Literatur sind allerdings Ansätze
zu finden, welche eine Rückrechnung von topologisch modifizierten Flanken auf Ma-
schineneinstelldaten ermöglichen könnten. Eine solche Lösung wäre in der Lage, die
gezeigten Optimierungsansätze in weit verbreitete Anwendung zu bringen und damit




[AGG08] ARTONI, A.; GABICCINI, M.; GUIGGIANI, M.: Nonlinear Identification of Ma-
chine Settings for Flank Form Modifications in Hypoid Gears. In: Journal
of Mechanical Design 180 (2008), Nr. 11. – ISSN 0738–0666
[BDH+11] BROWN, F. W.; DAVIDSON, S. R.; HANES, D. B.; WEIRES, D. J.; KAPELE-
VICH, A. L.: Analysis and Testing of Gears with Asymmetric Involute Tooth
Form and Optimized Fillet Form for Potential Application in Helicopter Main
Drives. In: gear Technology 2011 (2011), Nr. Juni/Juli, S. 46–55. – ISSN
0743–6858
[Bro12] BRONSTEJN, I. N.: Taschenbuch der Mathematik. 8., vollst. überarb. Aufl.
Frankfurt am Main: Harri Deutsch, 2012. – ISBN 978–3–817–12007–9
[BSL03] BÖRNER, J.; SENF, M.; LINKE, H.: Beanspruchungsanalyse bei Stirnrad-
getrieben - Nutzung der Berechnungssoftware LVR. In: Tagungsband
Dresdner Maschinenelemente Kolloquium 2003. Dresden: TUDpress,
2003
[CKB05] CAVDAR, K.; KARPAT, F.; BABALIK, F. C.: Computer Aided Analysis of Ben-
ding Strength of Involute Spur Gears with Asymmetric Profile. In: Journal
of Mechanical Design 127 (2005), Nr. 5. – ISSN 0738–0666
[CS09] COSTOPOULOS, T.; SPITAS, V.: Reduction of gear fillet stresses by using
one-sided involute asymmetric teeth. In: Mechanism and Machine Theory
44 (2009), Nr. 8, S. 1524–1534. – ISSN 0094–114X
[DEP13] DEPO GMBH & CO. KG: Freiformfräsen von Spiralkegelradsätzen. 2013
[DIN3990] Tragfähigkeitsberechnung von Stirnrädern - Teil 2: Berechnung der Grüb-
chentragfähigkeit. 1994
[DIN867] Bezugsprofile für Evolventenverzahnungen an Stirnrädern (Zylinderrä-
dern) für den allgemeinen Maschinenbau und den Schwermaschinenbau.
1986
[DM97a] DIFRANCESCO, G.; MARINI, S.: Structural Analysis of Asymmetrical Teeth:
Reduction of Size and Weight. In: gear Technology 1997 (1997), Nr. Sep-
tember/Oktober, S. 47–51. – ISSN 0743–6858
96 Literaturverzeichnis
[DM97b] DIFRANCESCO, G.; MARINI, S.: Structural Analysis of Teeth With Asym-
metrical Profiles. In: gear Technology 1997 (1997), Nr. Juli/August, S.
16–22. – ISSN 0743–6858
[DM07] DIFRANCESCO, G.; MARINI, S.: Asymmetric Teeth: Bending Stress Calcu-
lation. In: gear Technology 2007 (2007), Nr. März/April, S. 52–55. – ISSN
0743–6858
[DNI03] DENG, G.; NAKANISHI, T.; INOUE, K.: Bending Load Capacity Enhance-
ment Using an Asymmetric Tooth Profile. In: JSME International Journal
Series C 46 (2003), Nr. 3, S. 1171–1177. – ISSN 1344–7653
[Gru85] GRUSSIEN, U.: Untersuchungen zur Möglichkeit der Tragfähigkeitssteige-
rung durch evolventische Sonderverzahnungen bei Stirnradgetrieben, TU
Dresden, Dissertation, 1985
[Han10] HANTSCHACK, F.: Zahnfußtragfähigkeit von Innenverzahnungen mit
Kranzeinfluss bei Planetengetrieben, TU Dresden, Dissertation, 2010
[Hee12] Schutzrecht WO 2012/055484 A1 (2012). HEER, M. (Erfinder); SCHOT-
TEL GmbH und Co. KG (Anmelder). Optimized crowning in bevel gear
wheels of a bevel gear transmission
[Hen00] HENLICH, T.: Berechnung der Last- und Spannungsverteilung als Grund-
lage der Optimierung von Kegelradgetrieben - unveröffentlichter Preprint.
TU Dresden, 2000
[HL02] HENLICH, T.; LINKE, H.: Innovative method for optimising flank modifica-
tion on toothings. In: Proceedings of International Conference on Gears,
VDI-Berichte 1655, Garching, 13.-15. März 2002. Düsseldorf: VDI-Verlag,
2002
[HPS+11] Schutzrecht WO 2011/147582 A2 (2011). HEER, M.; POTTS, M.;
SCHLECHT, B.; SENF, M.; SCHAEFER, S.; HUTSCHENREITER, B. (Erfin-
der); SCHOTTEL GmbH und Co. KG (Anmelder). Load rating optimised
bevel gear toothing
[Ing13] INGELI, J.: Einsatzverhalten zylindrischer, asymmetrischer Schrägverzah-
nungen. In: Tagungsband 54. Arbeitstagung Zahnrad- und Getriebeunter-
suchungen, 15./16. Mai 2013. Aachen: WZL RWTH Aachen, 2013
[ISO10300] Calculation of load capacity of bevel gears, Part 1-3. 2001
[ISO6336] Calculation of load capacity of spur and helical gears, Part 1. 2006
Literaturverzeichnis 97
[Jah97] JAHN, C.: Theoretische und experimentelle Untersuchungen zur Zahnfuß-
tragfähigkeit von Innenverzahnungen, TU Dresden, Dissertation, 1997
[Kap00] KAPELEVICH, A. L.: Geometry and design of involute spur gears with
asymmetric teeth. In: Mechanism and Machine Theory 35 (2000), S. 117–
130. – ISSN 0094–114X
[Kap12] KAPELEVICH, A. L.: Asymmetric Gears: Parameter Selection Approach.
In: gear Technology 2012 (2012), Nr. Juni/Juli, S. 48–52. – ISSN 0743–
6858
[Kap13] KAPELEVICH, A. L.: Direct Gear Design. New York: CRC Press, 2013
[KEOK08] KARPAT, F.; EKWARO-OSIRE, S.; KHANDAKER, M.: Probabilistic Analysis
of MEMS Asymmetric Gear Tooth. In: Journal of Mechanical Design 130
(2008), Nr. 4. – ISSN 0738–0666
[KK02] KAPELEVICH, A. L.; KLEISS, R. E.: Direct Gear Design for Spur and Helical
Involute Gears. In: gear Technology 2002 (2002), Nr. September/Oktober,
S. 29–35. – ISSN 0743–6858
[KLB+13] KRÜGER, D.; LINKE, H.; BRECHLING, J.; HESS, R.; RÖMHILD, I.: Increa-
sing the load capacity of gear teeth by asymmetric gear tooth design. In:
Proceedings of International Conference on Gears, VDI-Berichte 2199,
Garching, 7.-9. Oktober 2013. Düsseldorf: VDI-Verlag, 2013
[Kli08] KLINGELNBERG, J.: Kegelräder: Grundlagen, Anwendungen. Berlin:
Springer, 2008. – ISBN 978–3–540–71859–8
[Kör90] KÖRTING, A.: Berechnung der örtlichen Spannung im Zahnfuß bei elas-
tisch gestalteten Radkörpern, TU Dresden, Dissertation, 1990
[KS03] KAPELEVICH, A. L.; SHEKHTMAN, Y. V.: Direct Gear Design: Bending
Stress Minimization. In: gear Technology 2003 (2003), Nr. Septem-
ber/Oktober, S. 44–47. – ISSN 0743–6858
[KS09] KAPELEVICH, A. L.; SHEKHTMAN, Y. V.: Tooth Fillet Profile Optimization for
Gears with Symmetric and Asymmetric Teeth. In: gear Technology 2009
(2009), Nr. September/Oktober, S. 73–79. – ISSN 0743–6858
[KS10] KAPELEVICH, A. L.; SHEKHTMAN, Y. V.: Area of Existence of Involute Ge-
ars. In: gear Technology 2010 (2010), Nr. Januar/Februar, S. 64–69. –
ISSN 0743–6858
98 Literaturverzeichnis
[KS13] KAPELEVICH, A. L.; SHEKHTMAN, Y. V.: Fabrication of directly designed
gears with symmetric and asymmetric teeth. In: Proceedings of Interna-
tional Conference on Gears, VDI-Berichte 2199, Garching, 7.-9. Oktober
2013. Düsseldorf: VDI-Verlag, 2013, S. 1031–1041
[KSMM08] KUMAR SIDDABATTUNI, V. N. S.; MUNI, D. V.; MUTHUVEERAPPAN, G.: Op-
timization of asymmetric spur gear drives to improve the bending load ca-
pacity. In: Mechanism and Machine Theory 43 (2008), Nr. 7, S. 829–858.
– ISSN 0094–114X
[LB94] LINKE, H.; BÖRNER, J.: The Influence of Neighboring Teeth on the Tooth
Root Capacity. In: Proceedings of the 1994 International Gearing Confe-
rence, University of Newcastle. London: Mechanical Engineering Prubli-
cations Limited, 1994, S. 177–182
[LB+12] LINKE, H.; BRECHLING, J. u. a.: Tragfähigkeit von Zahnrädern mit asym-
metrischem Evolventenprofil. In: antriebstechnik (2012), Nr. 12, S. 34–37.
– ISSN 0722–8546
[LHH01] LITVIN, F. L.; HAWKINS, J. M.; HANDSCHUH, R. F.: Design, Generation
and Tooth Contact Analysis (TCA) of Asymmetric Face Gear Drive With
Modified Geometry / NASA. 2001 (TM–2001-210614)
[Lin10] LINKE, H.: Stirnradverzahnungen: Berechnung, Werkstoffe, Fertigung.
München: Hanser, 2010. – ISBN 978–3–446–41464–8
[LLK00] LITVIN, F. L.; LIAN, Q.; KAPELEVICH, A. L.: Asymmetric modified spur gear
drives: reduction of noise, localization of contact, simulation of meshing
and stress analysis. In: Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering (2000), Nr. 188, S. 363–390
[LR94] LINKE, H.; RÖMHILD, I.: Sonderprofile: Evolventische und nichtevolventi-
sche Sonderverzahnungen - FVA Forschungsvorhaben der FVA Nr. T 496
- Heft Nr. 436 der Forschungsvereinigung Antriebstechnik. Frankfurt am
Main, 1994
[Mü03] MÜLLER H.: Local 3-D Flank Form Optimizations for Bevel Gears. In:
gear Technology 2003 (2003), Nr. September/Oktober, S. 54–58. – ISSN
0743–6858
[Mat08] MATTHECK, C.: Die Methode der Zugdreiecke im Vergleich mit anderen
Kerbformen. In: Konstruktionspraxis (2008), Nr. 5
Literaturverzeichnis 99
[MDe13] MDESIGN LVR: Software zur Beanspruchungsanalyse evolventischer
Stirnradgetriebe. DriveConcepts GmbH, 2013
[MKSM07] MUNI, D. V.; KUMAR SIDDABATTUNI, V. N. S.; MUTHUVEERAPPAN, G.: Opti-
mization of Asymmetric Spur Gear Drives for Maximum Bending Strength
Using Direct Gear Design Method. In: Mechanics Based Design of Struc-
tures and Machines 35 (2007), Nr. 2, S. 127–145. – ISSN 1539–7734
[MM09] MUNI, D. V.; MUTHUVEERAPPAN, G.: A Comprehensive Study on the
Asymmetric Internal Spur Gear Drives through Direct and Conventional
Gear Design. In: Mechanics Based Design of Structures and Machines
37 (2009), S. 431–461. – ISSN 1539–7734
[MVDH08] Schutzrecht EP 1 773 530 B1 (2008). MÜLLER H.; VOGEL O.; DUTSCHK
R. ; HUENECKE C. (Erfinder); Klingelnberg GmbH (Anmelder). Verfahren,
Vorrichtung und Erzeugnis zur Freiformoptimierung von Kegel- und Hypo-
idzahnrädern
[NDA+08] NOVIKOV, A. S.; DOROFEYEV, V. L.; ANANIEV, V. M.; PAIKIN, A. G.; KAPE-
LEVICH, A. L.: Application of Gears with Asymmetric Teeth in Turboprop
Engine Gearbox. In: gear Technology 2008 (2008), Nr. Januar/Februar, S.
60–65. – ISSN 0743–6858
[Neu83] NEUPERT, B.: Berechnung der Zahnkräfte, Pressungen und Spannungen
von Stirn- und Kegelradgetrieben, RWTH Aachen, Dissertation, 1983
[NW03] NIEMANN, G.; WINTER, H.: Maschinenelemente - 2: Getriebe allgemein,
Zahnradgetriebe - Grundlagen, Stirnradgetriebe. Berlin: Springer, 2003
[Ped10] PEDERSON, N. L.: Improving bending stress in spur gears using asymme-
tric gears and shape optimization. In: Mechanism and Machine Theory 45
(2010), S. 1707–1720. – ISSN 0094–114X
[Rot89] ROTH, K.: Zahnradtechnik - 1: Stirnradverzahnungen - geometrische
Grundlagen. Berlin: Springer, 1989
[Rot10] ROTH, Z.: Developing a Bionic Gear Root Fillet Contour. In: Proceedings
of International Conference on Gears, VDI-Berichte 2108, Garching, 4.-6.
Oktober 2010. Düsseldorf: VDI-Verlag, 2010
[RRP13] ROTH, M. A.; ROTH, Z.; PAETZOLD, K.: Development and experimental
investigation of a bionic tooth root contour. In: Proceedings of International
Conference on Gears, VDI-Berichte 2199, Garching, 7.-9. Oktober 2013.
Düsseldorf: VDI-Verlag, 2013
100 Literaturverzeichnis
[Sch10] SCHLECHT, B.: Maschinenelemente 2: Festigkeit, Wellen, Verbindungen,
Federn, Kupplungen. München: Pearson Studium, 2010. – ISBN 978–3–
827–37145–4
[SCS05] SPITAS, V.; COSTOPOULOS, T.; SPITAS, C.: Increasing the Strength of
Standard Involute Gear Teeth with Novel Circular Root Fillet Design. In:
American Journal of Applied Sciences 2 (2005), Nr. 6, S. 1058. – ISSN
1546–9239
[SCS06] SPITAS, V.; COSTOPOULOS, T.; SPITAS, C.: Optimum Gear Tooth Geo-
metry for Minimum Fillet Stress Using BEM and Experimental Verification
With Photoelasticity. In: Journal of Mechanical Design 128 (2006), Nr. 9,
S. 1159–1164. – ISSN 0738–0666
[SH77] SENF, M.; HOHREIN, A.: Untersuchung zur Last- und Spannungsvertei-
lung an schrägverzahnten Stirnrädern, TU Dresden, Dissertation, 1977
[SH06] SCHLECHT, B.; HENLICH, T.: Beanspruchungsgerechte Gestaltung von
Kegelrad-Rohlingen - FVA Forschungsvorhaben Nr. 456 - Informations-
blatt der Forschungsvereinigung Antriebstechnik. Frankfurt am Main, 2006
[Sim14] SIMON, V. V.: Manufacture of Optimized Face-Hobbed Spiral Bevel Gears
on Computer Numerical Control Hypoid Generator. In: Journal of Manu-
facturing Science and Engineering 136 (2014), Nr. 6. – ISSN 0022–1817
[SKSR09] SARAVANAN, B.; KUMAR SIDDABATTUNI, V. N. S.; RAMACHANDRAN, K. I.:
Static and Dynamic Analysis of Asymmetric Bevel Gears using Finite Ele-
ment Method. In: International Journal of Applied Engineering Research
4 (2009), Nr. 5, S. 645–664. – ISSN 0973–4562
[SLR13] SEIDLER, R.; LIEDER, S.; RUHLAND, R.: Asymmetrical Bevel Gear Design.
In: Proceedings of International Conference on Gears, VDI-Berichte 2199,
Garching, 7.-9. Oktober 2013. Düsseldorf: VDI-Verlag, 2013
[SOF14] STAHL, K.; OTTO, M.; FRÖH, A.: Normberechnung der Geometrie und
Tragfähigkeit von asymmetrischen Verzahnungen - FVA Forschungsvor-
haben Nr. 241/X - Entwurf des Abschlussberichtes der Forschungsverei-
nigung Antriebstechnik. Frankfurt am Main, 2014
[SOS13] STAHL, K.; OTTO, M.; STILLER, S.: RIKOR J 1.0.0: Erweiterung Ritzel-
korrekturprogramm (RIKOR) zur Bestimmung der Lastverteilung von Stirn-
radgetrieben - FVA Forschungsvorhaben Nr. 30 VII - Heft Nr. 1077 der
Forschungsvereinigung Antriebstechnik. Frankfurt am Main, 2013
Literaturverzeichnis 101
[SS+13a] SCHLECHT, B.; SCHUMANN, S. u. a.: Alles Auslegungssache. In: antriebs-
technik (2013), Nr. 1-2, S. 34–37. – ISSN 0722–8546
[SS13b] SCHLECHT, B.; SLANSKY, R.: Fußtragfähigkeit von Innenschrägverzah-
nungen II - FVA Forschungsvorhaben Nr. 463 II - Abschlussbericht der
Forschungsvereinigung Antriebstechnik. Frankfurt am Main, 2013
[SSG+13] SHANKIN, S. I.; STUPAKOV, A. A.; GLIKSON, I. L.; ANANIEV, V. M.; KAPE-
LEVICH, A. L.: Modernization of Main Helicopter Gearbox with Asymme-
tric Tooth Gears. In: International Design Engineering Technical Confe-
rences and Computers and Information in Engineering Conference, Port-
land, Oregon, USA, 04.-07.08.2013, 2013
[SSH05] SCHLECHT, B.; SCHAEFER, S.; HUTSCHENREITER, B.: Entwicklung eines
Hochleistungs-Kegelradgetriebes / SCHOTTEL GmbH. Wismar, 2005
[SSH12] SCHLECHT, B.; SCHAEFER, S.; HUTSCHENREITER, B.: BECAL – Pro-
gramm zur Berechnung der Zahnflanken- und Zahnfußbeanspruchung an
Kegel- und Hypoidgetrieben bei Berücksichtigung von Relativlage und
Flankenmodifikiationen (Version 4.1.0) - FVA Forschungsvorhaben Nr.
223/X - Heft Nr. 1037 der Forschungsvereinigung Antriebstechnik. Frank-
furt am Main, 2012
[Sta01] STAHL, K.: Grübchentragfähigkeit einsatzgehärteter Gerad- und Schräg-
verzahnungen unter besonderer Berücksichtigung der Pressungsvertei-
lung, TU München, Dissertation, 2001
[VDI2737] Richtlinie VDI 2737 - Berechnung der Zahnfußtragfähigkeit von Innenver-
zahnungen mit Zahnkranzeinfluss. 2005
[VGHS03] VOGEL, O.; GRIEWANK, A.; HENLICH, T.; SCHLECHT, B.: Automatisches
Differenzieren im Maschinenbau - Simulation und Optimierung bogenver-
zahnter Kegelradgetriebe. In: Tagungsband Dresdner Maschinenelemen-
te Kolloquium 2003. Dresden: TUDpress, 2003
[VK80] VULGAKOV, E. B.; KAPELEVICH, A. L.: Expanding the range of involute
helical gearing. In: Vestnik mašinostroenija 60 (1980), Nr. 7, S. 9–11. –
ISSN 0042–4633
[VK82] VULGAKOV, E. B.; KAPELEVICH, A. L.: Area of existence of helical gearing.
In: Vestnik mašinostroenija 62 (1982), Nr. 3, S. 12–14. – ISSN 0042–4633
[Vul74] VULGAKOV, E. B.: Gears with Improved Characteristics. In: Mashinostro-
nie (russisch) (1974)
102 Literaturverzeichnis
[Wes11] WESER, G.: Freiformfräsen erobert die Zahnradindustrie. In: Werkstatt
und Betrieb 144 (2011), Nr. 6. – ISSN 0177–8897
[WFH11] WANG, P. Y.; FAN, S.; HUANG, Z.: Spiral Bevel Gear Dynamic Contact and
Tooth Impact Analysis. In: Journal of Mechanical Design 133 (2011), Nr.
8. – ISSN 0738–0666
[WLW10] WANG, Jian; LUO, Shanming ; WU, Yue: A Method for the Preliminary
Geometric Design of Gear Tooth Profiles With Small Sliding Coefficients.
In: Journal of Mechanical Design 132 (2010), Nr. 5. – ISSN 0738–0666
[Yan05] YANG, S. C.: Mathematical model of a helical gear with asymmetric invo-
lute teeth and its analysis. In: International Journal of Advanced Manufac-
turing Technology 26 (2005), Nr. 5/6, S. 448–456. – ISSN 0268–3768
[Yan07] YANG, S. C.: Study on an internal gear with asymmetric involute teeth. In:
Mechanism and Machine Theory 42 (2007), Nr. 8, S. 977–994. – ISSN
0094–114X
